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Varidveis Aleatdrias

@ Muitas vezes o resultado de uma experiéncia aleatdria s3o numéricos.

Experiéncia aleatéria: Langamento de um dado
Q=1{1,2,3,4,5,6}

@ Noutros casos os resultados sdo nao numeéricos, o que dificulta a aplicagdo de

procedimentos matematicos.

Experiéncia aleatéria: Retirada ao acaso de 2 pegas de uma caixa com 4 pecas

boas (B) e 5 pecas defeituosas (D).
Q = {BB, BD, DB, DD}

E frequente n3o estarmos interessados em todos os resultados detalhados de uma dada

experiéncia aleatdria mas apenas num valor numérico.
E o que podemos fazer para lidar com essa situacdo?

Informalmente, surge ent3o a necessidade de definirmos uma fungao real X que
transforme cada resultado w da experiéncia aleatéria num niimero real X(w) 1EC

denominamos de variavel aleatéria.

Renato de Paula Variadveis Aleatdrias 2024/2025.2

Ciéncias
ULisboa

4/63



Variaveis Aleatérias (cont.)

Defini¢do (Varidvel aleatéria)

Seja 2 e A uma o—adlgebra de Q. Dizemos que uma fungdo real X é uma variavel
aleatéria (v.a.) se associar cada resultado w € Q a um nimero real X(w) € R e
garantir que para qualquer x € R, o conjunto

XH(=00,x]) = {w € Q: X(w) < x}

pertence a o-algebra A.

Observacées:
@ Geralmente s3o representadas por letras maitsculas X, Y, Z, W,
@ Um valor particular representa-se por uma letra minuscula;
Q P(X=x)=PX(w)=x)=P{we Q: X(w) =x}).
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Variaveis Aleatérias (cont.)

Exemplo 1: Considere a seguinte experiéncia aleatdria. Retirada ao acaso de 2 pecas de
uma caixa com 4 pecas boas (B) e 5 pecas defeituosas (D).

Q = {BB,BD, DB, DD}

X = “nimero de pecas defeituosas nas duas extracdes”
Quais s3o os possiveis valores de X?

X(Q)=10,1,2}
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Variaveis Aleatérias (cont.)

Classificacdo de X
Seja X(£2) o contradominio de uma varidvel aleatéria X.
@ X é discreta se X(Q2) é finito ou infinito numerdvel.

@ X é continua se X(2) é infinito ndo numerdvel.

C Ciéncias
ULisboa

Renato de Paula Variadveis Aleatdrias 2024/2025.2



Variaveis Aleatérias (cont.)

Exemplos:
@ X - “ndmero de carros que passam por dia numa rua”

° X(Q)=1{0,1,2,3,..} =N,

@ X - “tempo de espera entre a passagem de dois carros”

@ X(Q) =0, +o0[
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Funcoes Caracterizadoras das Varidveis Aleatérias

@ Varidvel aleatéria discreta
e Fung3o massa de probabilidade (f.m.p): fx(x);
o Funcio de distribuicdo (f.d.): Fx(x).

@ Varidvel aleatéria continua

e Funcio densidade de probabilidade (f.d.p.): fx(x);
o Funcio de distribuicdo (f.d.): Fx(x).
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FungGes Caracterizadoras das Varidveis Aleatdrias (cont.)

Exemplo 1 (cont.) Quais sdo as probabilidades associadas aos possiveis valores de X no

exemplo 17
@ P(X=0)=P({BB}) = g g
@ P(X=1)=P({BD,DB}) = g
@ P(X=2)=P({DD})= g %

Note que P(X
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2. Variaveis Aleatodrias Discretas
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Varidvel Aleatodria Discreta

Definicdo (Varidvel aleatéria discreta)

Seja Q um espaco de resultados. Chama-se variavel aleatéria discreta a uma funcdo
X: Q=R

com contradominio X () = {x1,%,...,Xn, ...}, finito ou infinito numerdvel, tal que
@ P(X=x)#0sex¢€{x,x,...,%n...}
@ P(X=x)=0sex€eR\ {xi,x,...,Xn,...}
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Variaveis Aleatédrias Discretas (con

Exemplos:

Ndmero de chamadas atendidas por um call center em uma hora;

Ndmero de alunos presentes em uma aula em um determinado dia;

Nidmero de falhas em um conjunto de componentes eletrdnicos durante um teste

de qualidade;

Nidmero de fésseis encontrados por metro cuibico de rocha;

Ndmero de amostras de solo contaminadas em um determinado local de mineragao;

Nimero de sismos registados numa regido especifica durante um ano;

Nimero de clientes que visitam uma loja, por dia;

Nidmero de doentes atendidos na urgéncia de um hospital, entre as 8:00 e as 18:00.

C
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Definicdo (Fungdo massa de probabilidade)

Seja X uma varidvel aleatéria discreta tomando valores em X(Q) = {x1, x, ...}
Designa-se por fungdo de probabilidade ou fungdo massa de probabilidade (f.m.p.)
uma fungdo f tal que

P(X =xi), sex=x € X(Q)

0, se X # X

fx(x) = P(X = x) :{

e que satisfaz:
Q fx(x)>0,vxeR
Q > cr x(X) = Xiexie x(x) =1
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Exemplo 1 (cont.):

Fungcao massa de probabilidade

X 0 1 2
— 3 0 [ 5
2, sex=0 PX=x) | % |55 | 5
10
=, sex=1
fx(x) = P(X =x) = g e x =2
8 =
0, outros valores de x
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Definicdo (Funcio de Distribuic&o)

Seja X uma varidvel aleatéria. Define-se funcdo de distribuicdo (f.d.) de uma varidvel
aleatdria X a funcdo de valor real Fx : R — [0, 1] tal que

Fx(x) = P(X <x),¥x € R

Algumas propriedades da funcao de distribuicao

Q 0< Fx(x)<1,VxeR;
Q@ lim Fx(x)=0 e Ilim Fx(x)=1;
X——00 X—+00
© Fx(x) é uma funcdo continua a direita:
lim Fx(x) = Fx(a), Va € R;
x—at
© Fx(x) é uma fungdo mondtona ndo decrescente:
Vxi, x2 € R;sex; < x» entdo Fx(x1) < Fx(x);
@ P[X =a]=Fx(a)— Fx(a~) = Fx(a) — lim Fx(x),Va€eR;
X—ra~

C Ciéncias
Q Plxi < X < x] = Fx(x2) — Fx(x1), Vx1,x € R, com x1 < x. ULisboa
Essas propriedades s3o vélidas quer para v.a discretas, quer para v.a. continuas.
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Defini¢do (Funcdo de Distribuicdo de uma v.a. discreta)

Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fun¢do massa de probabilidade fx(x). A
funcao de distribuicao de X é dada por

Fx(x) = P(X < x) = fx(s)

s<x

Mais algumas propriedades da fun¢do de distribuicdo de uma v.a. discreta.
Considere a < b.

@ P(X < x)= Fx(x7);

@ P(X >x)=1- Fx(x);
® P(X>x) =1~ Fx(x7);

@ P(a< X < b)=Fx(b) - Fx(a);

@ P(a< X <b)=Fx(b") - Fx(a);

® P(a< X <b)=Fx(b")— Fx(a); ,

® Pla< X <b)=Fx(b) ~ Fx(a). C | Sionsier
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Variaveis Aleatédrias Discretas (cont.)

Exemplo 1 (cont.) Calcule a fung3o de distribuicdo da v.a. definida no exemplo 1.

Sabemos que
Fx(x)=P(X <x) = Zf(x, Vx eR

x;i <x
@ Se x < O:
Fx(x) =P(X <x)=>_ f(x)=0
x; <x
@ Se x =0:
Fx(0)=P(X <0)=> f(x)=f(0
x; <0
@ Se x=1: 3 10 13
= < = — b -~
Fx(1) = P(X < 1) =f(0) + f(1) 18 + 8~ 18
@ Se x = 2:
3 10 5
Fx(2) = P(X 2) = f(0) + f(1) + (2) = o + 1o + 15 = 1
@ Se x> 2: ¥ Ciéncias
Fx(X) -1 C ULisboa
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Exemplo 1 (cont.)

Tem-se entao

Fx(X) = 18’

Renato de Paula
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Exercicio 1: Um laboratério de geofisica estd analisando uma remessa de 3 amostras de
um mineral radioativo. A varidvel aleatéria X representa o nimero de amostras que
apresentam atividade radioativa acima de um certo limiar. A fungdo massa de
probabilidade de X é dada pela tabela abaixo:

X 0 [1] 2 | 3
P(X =x) | 0.75 | x| 0.08 | 0.15

(a) Determine o valor de k.

(b) Determine a probabilidade de ndo mais de duas amostras apresentarem atividade
radioativa acima do limiar.

(c) Determine P(X =3|X >0)e P(1 <X <3|X <2).

Respostas: a) x = 0.02; b) 0.85; c) 0.6; 0.1176471
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Variaveis Aleatérias Discretas (cont.

Exercicio 2: A procura didria de uma amostra de mineral é uma v.a. X com a seguinte

fun¢do de probabilidade:

(a) Determine o valor de .

(b) Determine a fun¢3o de distribui¢do de X.

se

se

Respostas: r = ¢; F(x) = se

se

= oo wih wik O

se

x <1
1<x<?2
2<x<3
3<x<4
x >4

Renato de Paula Varidveis Aleatérias
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3. Parametros das v.a. Discretas
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Parametros das v.a. Discretas

@ Para descrevermos completamente o comportamento probabilistico de uma v.a.
discreta X, é necessario recorrer a fungdo de distribuicdo ou a fungdo massa de
probabilidade.

@ No entanto, podemos optar por uma caracterizagdo parcial de X através de
algumas medidas populacionais ou pardmetros populacionais (valores fixos), que
resumem informacdes relevantes sobre o seu comportamento.

Veremos os parametros de:
@ localizagdo central — valor esperado, moda e mediana;
@ ordem — quantil de probabilidade (ou quantil de ordem) p;

@ dispersdo — variancia, desvio padrdo e coeficiente de variagdo.
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Pardmetros das v.a. Discretas (co

Defini¢do (Valor Esperado)

O valor esperado ou valor médio ou média de uma v.a. discreta X com fun¢do massa
de probabilidade fx, representa-se por E(X), ux ou u e é dado por

jx = E(X) = 3 x f(x)

Observacées:

@ Quando X discreta toma um ndmero infinito de valores, ou seja, quando o
contradominio de X é um conjunto infinito numerdvel, E(X) vai existir se a série
for absolutamente convergente;

@ E(X) é um valor numérico nas mesmas unidades que a v.a. X;

@ E(X) n3o pertence necessariamente ao conjunto de valores possiveis de X.

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Valor Esperado de uma fungao de X

Seja X uma v.a. discreta com fun¢do massa de probabilidade fx e seja Y = g(X) uma
fungdo da v.a. X. Ent3o, caso E(Y) exista,

E(Y) = Elg(X)] = > g(x)fx(x)

Observacées:

@ De modo geral:
Elg(X)] # glE(X)]
@ Por exemplo:

E(IX)) # [E(X)| e E (;) * 5%

C Ciéncias
ULisboa

Renato de Paula Varidveis Aleatdrias 2024/2025.2 25 /63



Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Propriedades do Valor Esperado

Sendo X e Y duas varidveis aleatdrias e kK uma constante real, tem-se
o E(k) =k
E(kX) = KE(X)
E(X£Y)=EX)xE(Y)
0 E(XY) = E(X)E(Y) se X e Y s3o independentes

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 1 (cont.): Calcule o valor esperado da v.a. X do exemplo 1.
@ F.m.pde X

X o172
PX=x) |2 2]2

@ Valor esperado de X

X) = ZX,’ fx(xi)=0- 1—3;3 +1- 13 +2. 158 = i—g ~ 1.11 pecas defeituosas

O ndmero médio de pecas defeituosas nas 2 extracdes é de 1.11 pecas.

Note que E(X) n3do pertence ao conjunto de valores possiveis de X.

@ Como podemos calcular E(X?)?

10 5 30
E(X?) = fx(x) =0" = +1°- 22 = = 1.
)= Z;x (%) =07 gtl gt 15~ g~ 106
! FC Ciéncias
ULisboa
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Moda de uma v.a. discreta

A moda da v.a. discreta X sera representada por mo = mo(X) e corresponde ao ponto
maximo da f.m.p de X, isto §,

mo € X(2) : P(X = mo) = max P(X = x)

ou, equivalentemente,

mo = argxem)?(é) P(X = x)

Observacao:
A moda existe sempre e nem sempre é Unica. (unimodal, bimodal, multimodal)
A identificagdo do ponto de maximo da f.m.p passa pela determinagdo de

P(X=mo) >P(X=mo—-1)
P(X=mo) >P(X=mo+1)

mo = mo(X) € X(Q) : {

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 1 (cont.) Obtenha a moda da v.a. X do exemplo 1.

@ V.a.
X = "nilmero de pecas defeituosas nas duas extra¢des”
@ FmpdeX
X 0 1 2
PX =2 % | 515
@ Moda de X

mo = mo(X) =1 ji que P(X = 1) = maxx P(X = x).
Logo a v.a. X é unimodal.
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.

Exemplo 2: Admita que o niimero de particulas minerais detetadas em intervalos de 12
segundos durante a monitorizagdo de uma erupg¢do vulcdnica é uma varidvel aleatéria X
com fung3o massa de probabilidade (f.m.p.) dada por:

e%8.0.8%
— =0,1,2,...
P(X = X) = { x! » X LA

0, c.c.

Obtenha o valor esperado e a moda de X.

@ V.a.
X = “nimero de particulas minerais detetadas num intervalo de 12 segundos”
@ F.m.p. de X
—0.8 | X
P(X =x) = %, x=0,1,2,...

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 2 (cont.):
@ Valor esperado de X

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 2 (cont.):
@ Moda de X

mo = mo(X) € X(Q) :

e—0:8.0.8m0
mo!
e—0.8.9.gmo—1 Z 1
(mo—1)!
e—0.8 o gmo+l

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Definicdo (Mediana)

A mediana de uma v.a. X, com func3o de distribuicdo Fx, é todo e qualquer ponto

me = me(X) : P(X < me) > = e P(X > me) >

N | =

que é equivalente:

[y

< Fx(me) < = + P(X = me)

r\)\l—l
N
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Pardmetros das v.a. Discretas (con

Exemplo 1 (cont.) Obtenha a mediana da v.a.

X do exemplo 1

@ V..
X = “nimero de pecas defeituosas nas duas extracdes”
@ F.ddeX
0, sex<0O,
%, se 0 < x <1,
Fx(x) =413
5, sel<x<2
1, sex>2
@ Mediana de X
Candidato a me % < Fx(me) < % + P(X = me) Obs.
0 I<KO=3<T+Px=0=1+2=T Prop. falsa
0.5 1<K =FZ<I+pPx=05=1+0=1 Prop. falsa
1 % <Fx(1) =B < % +PX=1)= % + % = % Prop. verdadeira
15 3 <Fx(15) =3 <J+PX=15=3+0=7 Prop. falsa

Portanto, me = 1.

Renato de Paula
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Definicdo (Quantil de ordem p)

Seja X uma v.a. discreta, com funcgdo de distribuicdo Fx, e p € [0,1]. O quantil de
ordem p (ou quantil de probabilidade p) da v.a. X é todo niimero real Q, tal que

Q: PX<Q)=p e PX>Q)>1-p

que é equivalente:
Q: p<Fx(@) <p+ P(X = Q).

Qp também ¢é representado por Fy'(p).

Quantis especiais (Quartis)

@ Qi/s = F'(1/4) — 1° quartil

® Q4 = F'(2/4) — 2° quartil ou mediana
® Qs = F'(3/4) — 3° quartil

@ Qi/100 = F'(1/100) — 1° percentil

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 1 (cont.) Obtenha o 3° quartil do nimero de pegas defeituosas nas duas

extragdes.
@ V.a.
X = "nimero de pegas defeituosas nas duas extra¢des”
@ F.dde X
0, sex<0,
3
Fr(x) = 5 se0<x<1,
B, osel<x<2,
1, sex>2

@ Terceiro quartil de X

Candidato a Q3 /4

< Fx(Qya) <3+ P(X=Qs3/4) Obs.
1 FX(1)2%5%+P(X:1):%+%—% Prop. falsa
2 2)=1< % +P(X=2)= % + % = % Prop. verdadeira

Portanto, Q3,4 = 2.

Renato de Paula
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Defini¢do (Variancia de uma v.a. X)

A variancia de uma v.a. discreta X, com fun¢do massa de probabilidade fx é dada por
V(X) = E{IX - ECX)P'} = >l — EGOP(),

caso E(X?) < +oo0.

Observacoes:
@ V/(X) também pode ser representada por o2, o%, Var(X).
@ A variancia é um valor numérico expresso no quadrado das unidades da v.a. X.

@ E um parimetro de dispers3o que indica a variabilidade média da distribuicio de
probabilidade relativamente ao valor médio.

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.

Defini¢do (Desvio padrdo de uma v.a. X)

O desvio padrdo de X é a raiz quadrada positiva da variancia de X

ox = ++/ V(X)

@ O desvio padrdo é utilizado para medir a dispersdo dos valores de X em torno do
seu valor médio;

@ Ele é expresso nas unidades da varidvel.

@ E um paridmetro de dispersio que indica a variabilidade média da distribuicio de
probabilidade relativamente ao valor médio.

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Propriedades da variancia

Seja X uma varidvel aleatdria e a, b € R.

Q@ vV(X)>o0
Q V(X) = E(X?) — [E(X)]? (férmula de Konig)
Q V(b)=0

Q V(X +b)=V(X)
Q V(aX) = aV(X)
Q V(aX + b) = 2?V(X)

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 1 (cont.) Obtenha a variincia e o desvio padrdo do niimero de pecas
defeituosas nas duas extracdes.

xi | fx(x;) xifx (x;) X7 Fx (xi)
N 0 0
1 10 10 10
18 18 18
2 5 10 20
18 18 18 ~
IPETES ES A T

Estamos a usar V(X) = E(X?) — [E(X)]? para o célculo da variancia.

O desvio padrio serd ox = v/0.4309 ~ 0.6564.

C Ciéncias
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Pardmetros das v.a. Discretas (cont.)

Exemplo 3: Considerem-se duas v.a. X e Y cujas funcdes de probabilidade s3o,
respectivamente:

. X |-1 1 cc y . ¥ | —1000 1000 c.c.
RGO T 1 0 RO T L o
Note que
@ E(X)=-1x3+1x3=0
@ E(Y)=-1000 x 1 41000 x £ =0
@ E(X*)=(-1Pxi+1°xi=1
@ E(Y?)=(-1000)* x 3 +1000° x 1 = 1000°
Logo
o V(X)=1-02=1
@ V(Y) =1000° — 0° = 1000°
@ ox=1
o oy = 1000 C | Siénsies
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4. Variaveis Aleatdrias Continuas
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Variaveis Aleatérias Continuas

Variavel Aleatdria Continua

Seja Q um espaco de resultados. Chama-se variavel aleatdria continua a uma funcio
X: Q=R

com contradominio X(£2) infinito ndo numeravel.
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Exemplos:

o tempo de reparagdo de uma pega mecénica (em segundos);

a temperatura (em graus centigrados);

a concentrag¢do de poluentes (em partes por milh3o);

a altura de um individuo (em metros);

o tempo entre avarias de um certo tipo de equipamento (em meses);

a profundidade em metros de um pogo perfurado até atingir o aquifero;

a concentra¢do de um determinado mineral (como ouro ou ferro) em partes por

milhdo (ppm) numa amostra de solo ou rocha;

0 tempo necessario para que um mineral especifico reaja completamente com um

acido durante um teste de laboratdrio, medido em minutos.

C
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Defini¢do (Varidvel Aleatéria Continua e fun¢do densidade de probabilidade)

Seja X uma v.a. e Fx(x) = P(X < x), x € R, a sua fun¢&o de distribui¢do. A v.a. X
diz-se continua se Fx for absolutamente continua, isto é, se e somente se existe uma
funcdo ndo negativa fx : R — R, tal que, para todo x € R se tem

Fx(x) = P(X < x) = / x(t) dt.
A fungdo fx chama-se fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de X e satisfaz:
Q fx(x) >0,Vx e R;

Q fj;’: fx(x) dx = 1.
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Func3o de distribuicao
Seja X uma v.a. continua. A funcdo de distribuicdo da v.a. X, é uma fungio
Fx : R — [0, 1] definida por

X

Fx(x) = P(X < x) = / fx(t) dt.

— 00

@ Ela representa a probabilidade acumulada até ao ponto x.

@ A func¢io densidade de probabilidade fx(x) = Fx(x) = %X(X) mede, na vizinhaga

do ponto X = x, a concentracdo de probabilidade por unidade da v.a. X.
Note que, parae >0

c c x+%
PQ—2<X<x+2)—A§fﬂﬂﬁ~EX&V)

ou
P(x—£<X<x+%)

fx(X) ~ -

para cada intervalo de comprimento pequeno e. Assim, € X fx(x) aproxi@ SiL{enbcias
o s . iIsboa
probabilidade de a v.a. continua X pertencer ao intervalo [x — 5, x + 5]k
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Célculo de probabilidades
@ P(X=x)=P(x<X<x)= [ (t) dt =0, VYxeR;
@ P(X>x)= [T f(t)dt =1-P(X <x)=1-Fx(x)=1— [*_ fx(t) dt;

@ Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=
Fx(b) — Fx(a) = [ fx(x) dx, Va,b€R.
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Exemplo 1: Seja X uma varidvel aleatdria continua que representa a densidade mineral,
em gramas por centimetro ctibico (g/cm?), medida em uma amostra de rocha. A fungio

densidade de probabilidade de X é dada por

k, 1<x<138
f(x) = .
0, caso contrdrio,

onde k é uma constante desconhecida.

(a) Determine o valor de k de modo a que f seja a f.d.p. da v.a. X.

(b) Qual a probabilidade da densidade mineral na amostra de rocha se situar entre 1.2

e 1.6 g/cm3?

(c) Determine a fun¢do de distribuicdo de X.

(d) Qual a probabilidade da densidade mineral na amostra de rocha ser no maximo 1.2

g/cm3?
(e) Determine P(X > 1.6|X > 1.2).

C
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Exemplo 1 (cont.):
(a) Para que f seja uma f.d.p ela deve satisfazer:
Q f(x)>0, VxeR=k>0
@ [T f(x)dx=1

400 1.8
/ f(x)dx:1<:>/ kdx=1%08k=1% k=125
1

— 00

Portanto a f.d.p é dada por

1.25, 1<x<1.8
f(x) = L
0, caso contrario.

(b)

1.6 1.6
P(12< X <1.6) = / f(x) dx = / 1.25 dx = [1.25x]}5 = 1.25 x 0.4 = 0.5
1

1.2 2 =
C Ciéncias
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Exemplo 1 (cont.):
() o Parax<1l:

e Paral<x < 1.38:

F(X)—/_Xoof(s)ds—/_;f(s)ds—i—/le(s)ds—/_1000ds+/lxl.25ds

=0+ (1.25) s|] = (1.25)(x — 1)

o Para x > 1.8:

X 1 1.8 X
F(X):/ f(s)ds:/ 0d5+/ 1.25ds+/ 0ds
— 00 —c0 1 1.8

= (1.25) s|;® = (1.25)(1.8 —1) = 1.25 x 0.8 = 1
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Exemplo 1 (cont.):
(c) Portanto,

0, se x<1
F(x)=<¢(1.25)(x —1), se 1<x<1.8
1, se x > 1.8.

(d)
P(X <1.2) = F(1.2) = (1.25)(1.2 — 1) = (1.25)(0.2) = 0.25
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Variaveis Aleatérias Continuas (cont.)

Exemplo 1 (cont.):
(e)

CP(X>16AX>12)  P(X>16)
PX>LOIX>12) = =555 ~PXx>12)

f;o f(x) dx _ 11"68 1.25 dx _ 0.2 _
1+2°° f(x) dx 11:28 1.25dx 0.6
= 0.333

ou

P(X>16AX>12) P(X>16)
P(X >1.2) T P(X >12)

_1-P(X<16) 1-—Fx(16)

T1-P(X<12)  1-Fx(1.2)

1—(1.25)(1.6 —1)

P(X > 1.6|X > 1.2)

T 1-(1.25)(1.2-1)

= 0333 'C | Siéncies
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5. Parametros das v.a. Continuas
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Parametros das v.a. Continuas

Defini¢do (Valor Esperado)

O valor esperado de uma v.a. continua X, com fungdo densidade de probabilidade fx é
dada por

E(X) = /+ooxfx(x) dx

— o0

@ E(X) existe se o integral convergir absolutamente.
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Pardmetros das v.a. Continuas (cont.)

Valor Esperado de uma fung¢do de X

Seja X uma v.a. continua com fung¢do densidade de probabilidade fx e seja Y = g(X)
uma fungdo da v.a. X. Entdo, caso E(Y) exista,

B = Elg0 = [ g0 k(e
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Pardmetros das v.a. Continuas (cont.)

Definicdo (Moda de uma v.a. continua)

A moda da v.a. continua X corresponde ao ponto maximo da f.d.p de X, isto é,
mo : fx(mo) = max fx(x),

ou, equivalentemente,
mo = arg max fx(x).
X

Observacao:

A moda de uma v.a. continua obtém-se em geral, identificando

dfx(x . .
d( )|X:mo =0 (ponto de estacionaridade)
mo 2 X
d*fx(x) (.
0 |x=mo < 0 (ponto de maximo)
X
G I
Alternativamente, a sua identificacdo passa pela simples andlise do comportamento monétono da f.d.p. C S?_?:bcolgs
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Pardmetros das v.a. Continuas (cont.

Definicdo (Mediana de uma v.a. continua)

Representaremos a mediana da v.a. X por me = me(X) onde

me : Fx(me) = %

Definicdo (Quantil de probabilidade p de uma v.a. continua)

O quantil de probabilidade (ou quantil de ordem) p (0 < p < 1) da v.a. continua X
define-se como

Qo : Fx(Qp) = p.

C Ciéncias
ULisboa

Renato de Paula Varidveis Aleatdrias 2024/2025.2 57 /63



Pardmetros das v.a. Continuas (cont.)

Definicdo (Varidncia de uma v.a. continua)

A variancia da v.a. continua X é igual a

V(X) = E{IX - E(x)I’} = /joo[x — E(X)Pfx(x) dx

caso exista E(X) e o integral seja absolutamente convergente.

Observacdo:
V(X) = E(X?) — E*(X)

_ /j:% i (x) dx — (/:oxfx(x)dx>2

Defini¢do (Desvio padrdo de uma v.a. continua)

O desvio padrao da v.a. X é a raiz quadrada positiva da varidncia de X
ox = +v/V(X). :
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Pardmetros das v.a. Continuas (con

Exemplo 1: Em uma pesquisa geoldgica, deseja-se estudar a distribuicdo do teor de
ouro (em gramas por tonelada) encontrado em amostras de solo de uma mina. O teor
de ouro em uma amostra é uma varidvel aleatéria continua X com fun¢do de densidade
de probabilidade (f.d.p.) dada por:

%xz, 0<x<2
f(x) = g

0, caso contrario
(a) Calcule o valor esperado do teor de ouro nas amostras de solo.
(b) Calcule a variancia do teor de ouro nas amostras de solo.
(c) Calcule o desvio padrdo do teor de ouro nas amostras de solo.
(d) Determine a moda do teor de ouro nas amostras de solo.
(e) Determine a mediana do teor de ouro nas amostras de solo.

(f) Determine o terceiro quartil do teor de ouro nas amostras de solo.
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Pardmetros das v.a. Continuas (cont.)
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Pardmetros das v.a. Continuas (cont.

(d) Como a f.d.p f é crescente dentro do intervalo [0, 2], a moda ocorre no valor x = 2.

(e) A fungdo de distribuicdo de X é dada por

0, x <0
Fx(x)={%, 0<x<2
1, x> 2

Assim,

me = me(X) € (0,2):  Fx(me) = %
(me)’* 1
8 2
(me)® =4
me ~ 1.5874

Calculamos que 3 do teor de ouro encontrado em amostras de solo n3o excedf,:'ﬁs“b“o'gs
1.5874 gramas por tonelada e a outra metade excederd 1.5874 gramas por tonélada .
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Pardmetros das v.a. Continuas (cont.

(f) Queremos encontrar

Q3/4 : FX(Q3/4) = %
((?3/4)3 3

8 4

(Qs4)’ =6

Qs/4 ~ 1.8171

Note que P(X < Q3/4) = 2 e P(X > Qs74) = +. Ou seja, calculamos que 2 (resp. 1)
do teor de ouro encontrado em amostras de solo ndo excedero (resp. excederd) 1.8171
gramas por tonelada.
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