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Analise bivariada

Analise bivariada é o estudo da relac3o entre duas variaveis quantitativas. Em Fisica,
isso pode significar analisar como a velocidade de um corpo varia com o tempo ou como
a energia cinética se relaciona com a massa.
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Analise bivariada

Analise da associacdo entre duas variaveis
@ Comeca pela recolha de uma amostra bivariada, ou seja, n pares de observacdes
()i Gsyz)i oo 5 (%, yn)

@ Representacio grafica usando um diagrama de dispersdo. Grafico que mostra a
relacdo entre duas variaveis. Cada ponto no grafico representa uma observacio.
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Analise bivariada (con

© \Verificar se a relacdo entre X e Y é linear. Isso é traduzido em verificar se parece
existir ou n3o correlacdo entre as variaveis e em caso afirmativo, se essa correlacio
é:
- positiva ou negativa;
- forte ou fraca;
- tipo de correlacdo.

@ Se este for o caso, poderemos estudar a relacdo linear entre as duas variaveis
usando um modelo de regressdo linear simples, cuja equagdo é dada por

Y =0+0/X+e

- Y — variavel explicada ou dependente;

- X— variavel explicativa ou independente;

- e— variavel de tipo residual que inclui outros fatores explicativos de Y ndo
incluidos em X e possiveis erros de medic3o;

- Bo e P1 sdo os pardmetros da reta a ajustar (constantes);

- Bo € a interseccdo da reta com o eixo vertical;

A H Ciéncias
- 1 é o declive da reta. C ULisboa
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Analise bivariada (con

Covariancia

A covariancia entre duas variaveis x e y € uma medida da associacdo linear entre as
duas variaveis:

ik =Xy —¥) _ doii XiYi — nXy

covlx,y] = p— p—

O valor da covariancia depende das unidades de medida utilizadas.

Anélise da covariancia

@ Se cov[x,y] > 0, existe uma associagdo linear positiva, isto &, ambas as variaveis
tendem a variar no mesmo sentido;

@ Se cov[x,y] < 0, existe uma associac3o linear negativa, isto é, as variaveis tendem
a variar em sentidos opostos;

@ Se cov[x,y] =0, ndo existe associagdo linear entre as variaveis.

; A
A informacdo contida na covariancia & principalmente sobre o sinal da associa ﬁqnﬁﬁ‘b“;gs
X e y e n3o sobre a intensidade.
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Analise bivariada (con

Coeficiente de correlacdo linear amostral

cov[x
= M com —-1<r<1.
SxSy
@ Permite averiguar o grau de associagdo linear entre as duas variaveis.

@ O seu valor ni3o depende das unidades de medida que as variaveis estdo expressas.

Analise do coeficiente de correlacdo
@ r = —1 = existe uma correlacdo linear negativa perfeita entre x e y;
@ r =1 = existe uma correlac3o linear positiva perfeita entre x e y;
@ r =0 = nio existe correlacdo linear entre x e y;
@ —1 < r < 0= existe uma correlacio linear negativa entre x e y (menos forte do
que quando r = —1);

@ 0 < r < 1= existe uma correla¢do linear positiva entre x e y (menos foree Sue,
iencias

quando r = 1). ULisboa
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Analise bivariada (cont.)

Correlagéo Positiva Perfeita Correlagao Positiva
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Analise bivariada (cont.)

Exemplo 1: Investigadores de Geologia est3o interessados em estudar a relacdo entre a
porosidade de amostras de rocha e sua densidade. Entender essa relacdo pode ajudar a
determinar a capacidade de armazenamento de fluidos das rochas, um fator crucial na
exploracdo de petréleo e gas.

Os dados a seguir representam a porosidade (%) e a densidade (g/cm?) de diferentes
amostras de rochas coletadas em uma regido especifica. Com base nos dados coletados,
calcule a covariancia e o coeficiente de correlacio entre a porosidade e a densidade das
rochas.

Amostra | Porosidade (%) | Densidade (g/cm?)
1 12,5 2.65
2 8.3 2.71
3 15.2 2.59
4 10.7 2.68
5 9.4 2.70
6 11.3 2.66
7 13.6 2.63
8 7.8 2.73
o 14.1 2.62 FC Ciéncias
10 9.9 2.69 ULisboa
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Analise bivariada (con

Covariancia entre Porosidade e Densidade = -0.1099778

Coeficiente de Correlagio entre Porosidade e Densidade = -0.9931263

Relagéo entre Porosidade e Densidade das Rochas

Densidade (g/cm?)

Porosidade (%)
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Analise bivariada no R

# Dados
porosidade <- c(12.5, 8.3, 15.2, 10.7, 9.4, 11.3, 13.6, 7.8, 14.1, 9.9)
densidade <- c(2.65, 2.71, 2.59, 2.68, 2.70, 2.66, 2.63, 2.73, 2.62, 2.69)

# Calcular a covariancia
covariancia <- cov(porosidade, densidade)

# Calcular o coeficiente de correlagéo
correlacao <- cor(porosidade, densidade)

# Exibir os resultados
cat("Covaridncia entre Porosidade e Densidade:", covariancia, "\n")
cat("Coeficiente de Correlagi3o entre Porosidade e Densidade:", correlacao)

# Grafico de disperséo
plot(porosidade, densidade, main = "Relag&o entre Porosidade e Densidade
das Rochas", xlab = "Porosidade ())", ylab = "Densidade (g/cm®)",
pch = 19, col = "blue")
# Adicionar linha de tendéncia t: Ciéncias
ULisboa
abline(lm(densidade ~ porosidade), col = "red")
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2. Regressao Linear Simples
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Regressdo Linear Simples

Verificada a existéncia da relagdo/associacdo linear entre as variaveis, vamos definir
agora nosso modelo de regressdo linear simples (RLS) através da seguinte equagio
matematica

Y,':ﬁo—‘rﬁ1x,'+€,‘, i:1,...,n
onde:
- Y; : variavel de resposta (ou dependente) associada a i-ésima prova - variavel aleatéria;
- x; : variavel explicativa (regressora ou independente) - constante conhecida,
n3o-aleatéria;
- fBo : ordenada na origem - parametro a estimar;
- 1 : declive ou coeficiente angular - pardmetro a estimar;
- ¢ : erro aleatério associado a i-ésima prova, verificando:

E(ei) =0, V; (valor esperado nulo);
V(e;) = o (variancia constante independente de i) V;, parametro a estimar;

Cov(ei, €j) =0, Vi j com (i # j) (ndo correlacionados);

€; € uma variavel de tipo residual que inclui outros fatores explicativos de Y; n3o
incluidos em x; e possiveis erros de medic3o. - .
Ciéncias
C ULisboa
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Regressdo Linear Simples

© Como E(ei) = 0 entdo
E(Y|xi) = Bo + B1x; (reta de regressdo)

Ou seja, para cada valor x; o ponto sobre a reta tem ordenada
E(Y|X,‘) = Bo + Pixi.
@ |Interpretacdo dos parametros 3o e S31:
e fo=E(Y|[x=0) — ordenada na origem;
o f1=E(Y|x=x*4+1)— E(Y|x=x%), Vx* — declive;
© O modelo RLS diz-se

o simples por sé haver uma variavel explicativa (em vez de por exemplo
Yi = Bo + Br(x1)i + Ba(x2)i + €i).

o linear por ser linear nos parametros (5o, 51, -+ ) (ou seja, modelos do
tipo Y = o + B1x? 4+ € ou log Y = By + 31 log x + € também s3o
lineares). )5

| S

Renato de Paula Regressdo Linear Simples 2024/2025.2 15 /55



Regressdo Linear Simples

A principio, o modelo de regressdo linear simples é dado por
Y = fo + Bix + ¢,

onde Y é a variavel resposta, x é a variavel explicativa, o e 81 sdo pardmetros
desconhecidos e € € um termo de erro aleatério, que assumimos ter média zero e
variancia finita o2.
O ponto de partida para a estimacdo pontual dos parametros B e 81 € o conjunto de
dados (xi,yi), i =1,...,n. A obtencio das estimativas dos minimos quadrados de (o e
B1 passa pela minimizagdo da soma dos quadrados dos desvios (verticais) entre o que é
observado, y;, e o que é esperado de acordo com o modelo de RLS, E(Y|x;) = So + B1x;.
Com efeito, pretendemos encontrar estimativas de o e 81 (denotadas por Bo e Bl) que
minimizem

n n

Q= Q(Bo, A1) = Y (vi — E(Y1x))* =Y _lvi — (Bo + Bux)]*.
i=1 i=1

Essa escolha dos coeficientes minimizadores define a reta de regressdo ou reta ajustada,
que é definida por

y=E(Y|x) = /3’0 + B1X, para x & [X(l)vx(n)]v C SiLenbcias
Isboa

onde X1) = min,-zl,m,,, Xi € X(n) = MaXj=1,...,n Xj.
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Regressdo Linear Simples (cont.)
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Regressdo Linear Simples

Proposi¢do (Estimativas de minimos quadrados de 5y e 1)

Ser3o representados por [y e 51 e sdo a solucdo do seguinte sistema de duas equacdes
lineares:

9Q . R n 2 2 _
(BOaBl) : {&Bo |Bo =PBo,B1=P1 — 0 o {224 1(yi = Bo — fixi) =0
861 |ﬁo =ho,f1=P1 — 0 22! lx’( i ﬂo —ﬁ1X;) =0

Assim, a estimativas de minimos quadrados de (o e (31 sdo iguais a

Bo =y — B1X,
n __
By = Yoy Xiyi — nXy
1= 2=
DX — nx
com X = 1 Xi ey = Siavi
n y n .

v

C Ciéncias
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Regressdo Linear Simples

Proposi¢cdo (Estimadores de minimos quadrados de 5y e 1)

Serdo também representados por 3o e 31 e dados por:

Bo=Y — fix,

A S XY —nxY

n 2 _ o2
Do XP — nx

B =

Renato de Paula
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Regressdo Linear Simples

Observacgdes

© Quando existe solugio ela corresponde de facto a um minimo (tem matriz
Hessiana definida positiva).
@ Existe solugio se e s6 se Y7, x? — nx® = >_7_,(x — X)® # 0, ou seja, se na
amostra existirem pelo menos dois valores distintos de x.
o — . .
¥ =E(Y[x) = fo + frx
é a estimativa de minimos quadrados da reta de regressdo. A estima¢do pontual

de E(Y|x) deve restringir-se ao dominio dos valores observados na amostra da
variavel explicativa x, isto &, x € [x(1), X(n)]-
@ As diferencas
e =Yy —Vy, para i=1,...,n

chamam-se residuos. A analise dos residuos permite avaliar se o0 modelo assumido
é adequado.

v
‘C Ciéncias
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Regressdo Linear Simples (cont.

Exemplo 2: A perda percentual de massa (Y) de uma certa substancia metalica
(quando exposta a oxigénio seco a 500° C) depende do periodo de exposicdo (x; em
hora). Cinco medicdes conduziram a: 20 x; = 12,3°>  x? =32.5,3°  y; =
0.177,37_, y? = 0.006789, "7, xiy; = 0.4685, onde

[ min x;, max x;] =[1.0,3.5].
i=1,...,5 i=1,...,5

Calcule as estimativas de minimos quadrados dos pardmetros da reta de regressdo linear
simples de Y em x.

C Ciéncias
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Regressdo Linear Simples (cont.)

Temos

5 - 12\,0.177
5 Xiyi — 0.4685 — 5(12
= Z,Elxy ny _ (51)2 s) _ 0.01181081
> > . x2 — nx2 325 -5(%)?

=17

, 1 12
_ Bz = 0% ~ 0.01181081(~;) = 0.007056

™

=
S

@ A perda percentual de massa aumenta em média 0.01181 unidades para cada hora
adicional de exposicdo ao oxigénio seco a 500°C.

@ Quando x = 0 (ou seja, sem exposicdo), a perda estimada é muito préxima de
zero: cerca de 0.00706.

C Ciéncias
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Coeficiente de determinacdo

O coeficiente de determinaco, R?, é uma medida descritiva indicadora da qualidade do
ajustamento da reta estimada. Lembre que os residuos sdo dados por e; = y; — yi com
)7,' = ,Bo +4 ﬂ1X,‘. Assim
n n n
Ze; = Zy; - Z(ﬁo + p1x;) = ny — nflo — f1nX = ny — n(y — f1X) — nix =0
i=1 i=1 i=1
Mostra-se que:
- n n —
S = 3o - R ST 9
i=1 i=1 i=1

SST SSE SSR

onde
@ SST corresponde a soma de quadrados total

@ SSE corresponde a soma dos quadrados dos residuos

@ SSR é a soma dos quadrados da regressio
C Ciéncias
ULisboa
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Coeficiente de determinacdo

Decomposicao da Variancia em Regressao Linear
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Coeficiente de determinag&o (cont.)

Definicdo

O coeficiente de determinacdo é definido por

g2 SSR _ . SSE _ . Xr(Yi-Yi)?
SST SST (Y- V)2
n 2
(5=
= R2 _ i=1

(52) =) (7))
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Coeficiente de determinag&o (cont.)

@ 0< R*<1e(R?x100)% representa a percentagem da variabilidade total que é
explicada pelo modelo de RLS,

© R°=1<% 9=y, Vi Todos os pontos da amostra est3o sobre a reta, pelo que
o modelo de RLS explica toda a variabilidade observada. O modelo é 6timol.

Q@ RP=0&y =y, Vieh=0 (< Bo = Y). A reta é horizontal, pelo que o
modelo de RLS n3o explica nada da variabilidade observada. O modelo é péssimo!.

@ Observar que a expressido do coeficiente de determinacdo em RLS corresponde ao
quadrado do coeficiente de correlaggo linear (ry) que vimos no Cap.1.

C Ciéncias
ULisboa
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Coeficiente de determinag&o (cont.)

Exemplo 3: E geralmente aceite que a frequéncia cardiaca (Y, em batimentos por
minuto) é influenciada pela temperatura corporal dos seres humanos (x, em °C). Um
conjunto de 130 medicdes independentes conduziu aos seguintes resultados:

Z,-lig xi = 4784.7, 3130 x? = 176121.67, 3120 y; = 9589, S°130 y? = 713733,

221 x;yi = 353018.5. Calcule o valor do coeficiente de determinagdo e comente a
utilidade do modelo ajustado.

C Ciéncias
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Coeficiente de determinag&o (cont.)

130
> xiyi — nxy = 353018.5 — 130 x

i=1

130 2
> " x? — nx? = 176121.67 — 130 x (4784'7> =18.9

4784.7 9589
X

130 30 L7

ot 130
130 2
> y? - ny® =713733 — 130 x (@> = 6433.6
- 130

. OL7 . 9589 4784.7

Br=gg =485 e fo= ;0 —485x o= =-104.74

91.7)?
Rr— 0L
18.0 x 64336 _ 0009

O modelo sé explica cerca de 7% da variabilidade, pelo que & muito pouco util.

C Ciéncias
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2

Estimacdo de V(¢;) = o

Estimagdo de 02 = V(¢;)

R 1 — 1 — &
0'2:,1_2;&2:”_2;(\/;—%)2

g o)

onde Y; = ETYTX,] = Bo + ixi.

Nota:
@ 52 & também um estimador da variancia de Y.

@ & = erro padr3o dos residuos.

C Ciéncias
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Inferéncia sobre os pardmetros da reta de regressio

Para se fazerem inferéncias em RLS (i.e, realizar testes de hipéteses e calcular intervalos
de confianga) & necessario admitir que os erros tenham distribuicdo normal.

As suposicdes do modelo de RLS s3o ent3o:
[*] E(e,-) =0,
@ V(ig)=0c"e

@ Cov(ei ) =0, Vij (i #)).
Com a nova hipétese de trabalho tem-se agora que

€~ N(0, o).

C Ciéncias
ULisboa
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Inferéncia sobre os pardmetros da reta de regressio

E entdo possivel mostrar que

Bo — Bo
~ tn-2)
1 X2 ~
\/(F s ) o
B — B
— ~ t(n-2)

S0 22
fq XT—nx

Isto permite calcular intervalos de confianca e realizar testes de hipéteses relativos a 5o

e 51.

C Ciéncias
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Inferéncias relativas a ordenada na origem, (g

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para 5o

Variavel fulcral:

T Bo — Bo

~ t(n-2)
1 X2 ~
\/(? ) o

Obtém-se, apés dedu¢do, o seguinte intervalo para 5o a (1 — ) x 100% de confianca

. . %2 R
IC(1—a)x100%(Bo) = Po £ Ft(niz)(]- = 2)\/<n T m) 62
i—1 X

C Ciéncias
ULisboa
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réncias relativas a ordenada na origem, [

Exemplo 4: Um grupo de estudantes realizou uma experiéncia para estudar a relacio
entre a temperatura ambiente x (em °C) e a tensdo gerada por um sensor térmico y
(em volts). Os dados coletados foram ajustados por um modelo de regress3o linear
simples:

v = Bo+ px
Ajustando o modelo aos dados, obteve-se:

@ fo =042

@ 3, =0.016

@ Erro padrido dos residuos: 6 = 0.05
@ Meédia das temperaturas: x = 22

o 22, (x — %)° = 280

@ Namero de observacdes: n = 12

(a) Construa um intervalo de confiangca a 95% para [, assumindo que os erros do
modelo s3o normais e independentes.

(b) Interprete o intervalo de confian¢a encontrado. O que ele nos diz sobre Fe*%ﬁ:bﬁgs
gerada quando a temperatura é zero?
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Inferéncias relativas a ordenada na origem, (g

Sabemos que o IC para (o é da forma:

s Nz %2 R
1C(1—a)x100%(Fo) = Fo & Ff(nl—Z)(l B 2)\/(n + m) o
i=1"

Assim,

_ 1 222
ICos9(30) = 0.42 + Ftu},)(o.ws)\/ (E + %> 0.052

= 0.42 £+ 2.228 x 0.0673
=0.42+0.1499
= [0.2701, 0.5699]
(b) O intervalo de confianga nos diz que, com 95% de confianca, o valor verdadeiro da

ordenada na origem (o — ou seja, a tens3o prevista quando a temperatura é 0°C —
esta entre aproximadamente 0.27V e 0.57V.

C Ciéncias
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Inferéncias relativas a ordenada na origem, [y

Teste de hipoteses a [y
@ Definir Ho : fo = foo vs Hi:Po>,<,# Boo
@ Estatistica de teste:

Bo — Boo

~
Sob,
X2 A H
\/( +n72) 62 °
S x2—nx

© Regido Critica (ao nivel de significancia «):
o Hi:fo# foo, RC:|Th,| > c, com c—Fnlz)(l—%)
o Hi:Bo> Boo, RC: Tk, >c, com c—F_ »(1—a)
o Hi: B0 < Boo, RC:Th <c, comc_F1 N

© Ou célculo do valor-p.

T =

t(n—2)

—

a)

v
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Inferéncias relativas a ordenada na origem, (g

Exemplo 5: Considere o mesmo contexto experimental do exercicio anterior, em que se
estuda a relacdo entre a temperatura ambiente x (em °C) e a tensdo gerada por um

sensor térmico y (em volts), por meio de um modelo de regress3o linear simples:

9 = Bo+ Pix
Os valores estimados a partir dos dados experimentais foram:
o fo =042
@ Erro padrido dos residuos: 6 = 0.05
@ Média das temperaturas: x = 22
® 312, (x — )2 = 280

@ Nuamero de observacdes: n =12

Pretende-se testar a hipétese de que a ordenada na origem S é nula, ou seja, que a
tensdo gerada pelo sensor é zero quando a temperatura ambiente é zero utilizando um

nivel de significancia de 5%.

C
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Inferéncias relativas a ordenada na origem, (g

Hipoéteses

:Bo=Poo=0
Hi : Bo # 0 (teste bilateral)
Nivel de significancia: o = 0.05

Estatistica de teste

= Bo — Bo,o

~  th-2
1 %2 nn Scsz0 ( )
n + n x?—nx? g

Regido critica

RC =] — oo, Ft(_n »(L—a/2[UIF !, (1 - a/2), o0

=] — 00, Fyy (0.975)[U] Fe s (0.975), +o0]
=] — 00, —2.228[U]2.228, +o00[

Renato de Paula Regressdo Linear Simples
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Inferéncias relativas a ordenada na origem,

Valor observado da estatistica de teste

Bo — oo _ 042 -0 0.42 — 6.2407

tobs =
- - : = 0.0673
\/( + s ) 2 \/(§+%) x 0.052

Decisdo

Como teps € RC, entdo devemos rejeitar Ho ao nivel de significancia de 5%.
Conclusdo

Ha evidéncia estatistica suficiente suportando que a ordenada na origem é diferente de
zero.
Decisdo com base no valor-p

Como temos um teste bilateral, entdo
valor-p = 2min{P(T > tops), P(T < tobs)}
= 2min{P(T > 6.2407), P(T < 6.2407)}
= 2min{0.0001, 0.9999}

= 0.0002 FC Ciéncias
ULisboa

Como a = 0.05 > 0.0002 = valor-p entdo deve-se rejeitar Hp.
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Intervalo de confianca a (1 — ) x 100% para |

Variavel fulcral:

Obtém-se, apés dedu¢do, o seguinte intervalo para 31 a (1 — ) x 100% de confianca

52

a) -
Zl 1Xl — nx?

ICa—a)x100%(B1) = B1 £ Ft;,1_2>(1
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Exemplo 6: Um grupo de estudantes realizou uma experiéncia para estudar a relacio
entre a temperatura ambiente x (em °C) e a tensdo gerada por um sensor térmico y
(em volts). Os dados coletados foram ajustados por um modelo de regress3o linear
simples:

y= Bo + Bax
Ajustando o modelo aos dados, obteve-se:
@ fBo=0.42
f1 = 0.016

@ Erro padrido dos residuos: 6 = 0.05

Média das temperaturas: X = 22
o 22, (x — %)° = 280

@ Namero de observacdes: n = 12

(a) Construa um intervalo de confianca a 95% para (31, assumindo que os erros do
modelo s3o normais e independentes.

(b) Interprete o intervalo de confian¢a encontrado. O que ele nos diz sobre F@r aﬁ!@g‘;gs
da tensdo com o aumento da temperatura?
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Sabemos que o IC para 1 é da forma:

~

52

n 2 a32
ST xE

ICh—ayx100%(B1) = L £ F)t, (1— %)
Assim,

- 0.052
Cos3(B1) = 0.016 + F; ¢ (0.975) (W)

= 0.016 4+ 2.228 x 0.0029
= 0.016 4+ 0.0064
= [0.0096, 0.0224]
(b) Com 95% de confianca, o verdadeiro valor de 31, ou seja, o aumento médio da

tensdo (em volts) para cada aumento de 1°C na temperatura, esta entre
aproximadamente 0.00934 V e 0.02266 V.
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Teste de hipdteses a 31
@ Definir Ho : 1 =10 vs Hi:p1>,<,# P10
@ Estatistica de teste:

ﬁl Bl 0
U= 52 50’; t(,,,z)
72 nx2 ®

© Regido Critica (ao nivel de significancia «):
o Hy:p1# Biro, RC:|Th| > c, com CZF_nlz)(l—%)
o Hy:B1>pPro, RC: Ty >c, comc_F_ (1 )
o Hi: (1 < ﬂlp, RC : THD < c,comc = F(niz)(

@ Ou calculo do valor-p.

—

a)
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Observacdes
@ Um teste importante em RLS é

Ho:,B1=0 VS H1Z,317é0
pois n3o rejeitar Hp significa que ha evidéncia para a n3o existéncia de uma associacdo

linear entre x e y, ou seja ndo ha associacdo ou a associa¢do n3o é linear. A este teste
costuma designar-se por: teste a significancia da regressao.
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Exemplo 7: Considere o mesmo contexto experimental do exercicio anterior, em que se
estuda a relacdo entre a temperatura ambiente x (em °C) e a tensdo gerada por um
sensor térmico y (em volts), por meio de um modelo de regress3o linear simples:

y= Bo + B1X
Os valores estimados a partir dos dados experimentais foram:
@ (31 =0.016
@ Erro padrido dos residuos: 6 = 0.05

o Y12 (xi — %)% =280

i=1
@ Namero de observacdes: n = 12
Pretende-se testar a hipétese de que o coeficiente angular 31 & nulo, ou seja, que ndo

existe relagdo linear entre temperatura e tensido gerada pelo sensor, utilizando um
nivel de significancia de 5%.
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Inferéncias relativas relativas ao declive, (51

Hipéteses

Ho:p1=pP10=0

Hy : B1 # 0 (teste bilateral)
Nivel de significancia: o = 0.05

Estatistica de teste

7= B1— P

A
52 Sobyyy (n=2)
20y xF—nx?

Regido critica

RC =] — oo, it (1= a/2)[UIF ", (1 = a/2), +oo]
=] — 00, Fi14,(0.975)[U] F g, (0.975), +-00]

=] — 00, —2.228[U]2.228, +o00[
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Inferéncias relativas relativas ao declive, (51

Valor observado da estatistica de teste

/51 o _0016—-0_ 0.016

tobs = — 55172
b \/ \/0 o2 0.0029
SN X ,,,Xz 280

Decisdo
Como teps € RC, entdo devemos rejeitar Ho ao nivel de significancia de 5%.
Conclusao
Ha evidéncia estatistica suficiente suportando que declive é diferente de zero.
Decisdo com base no valor-p
Como temos um teste bilateral, entdo

valor-p = 2min{P(T > tops), P(T < tobs)}

=2min{P(T > 5.5172), P(T < 5.5172)}

= 2min{0.001,0.999}
= 0.002
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Como a = 0.05 > 0.002 = valor-p ent3o deve-se rejeitar Hp.
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Exemplo 8: Para descrever a relacdo existente entre o volume de uma massa de um gas
ideal classico e a respetiva pressio, registaram-se 10 valores do logaritmo de base 10 do
volume, x (com o volume medido em polegadas ao quadrado), e os correspondentes
valores experimentais do logaritmo de base 10 da pressdo, Y (com a pressio medida em
psi). Pretendendo avaliar-se a validade do modelo de regress3o linear simples para
descrever a relacdo existente entre o logaritmo da pressdo do gas e o logaritmo do seu
volume, efetuaram- se os seguintes célculos:

S10 X =19.4, 31 x? =38.06, 31, yi = 14.8, 310, y? = 22.76, 31, xiy; = 28.12.

(a) Obtenha as estimativas de minimos quadrados dos pardmetros da reta de regressdo
linear simples de Y em x e interprete o significado do sinal da estimativa do
pardmetro 31 do modelo.

(b) Indicando as hipéteses de trabalho convenientes, obtenha um intervalo de
confianca a 95% para o pardmetro 31 do modelo de regress3o linear simples de Y
em x. O que pode concluir sobre a significAncia do modelo de regressdo ao nivel
de significancia de 5%7?
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Inferéncias relativas ao declive, 31

1. Médias amostrais:

194 _ 148
o =19 y= =148

X =

2. Estimativa de f::

s S xyi—nxy 2812—-10-1.94-1.48  —0.592

- - = ~ -1.3073
hr S x2 — nx2 38.06 — 10 - (1.94)2 0.4236

3. Estimativa de Bo:

Bo=y— B1x =148+ 1.3973-1.94 ~ 4.1918
Equacdo da reta de regressao:

¥y =4.1918 — 1.3973x

C Ciéncias
ULisboa

Renato de Paula Regressdo Linear Simples 2024/2025.2 48 /55



Inferéncias relativas ao declive, 31

Assumindo como hipétese de trabalho que ¢; -~ N(0,0), Viz1,...,10 vimos que

i

om0 = [~ T o s

com a= F;1(1— 2%) = F1(0.975) = 2.306 (tabela)

(8)

2 t(s

10
52 10_2 [(Zy - 10y2) — B (ZX? - 10>‘<2>]
i=1

= % [(22.76 — 10(28)?) — (1.396)% x 0.424]

= %[0.856 — 0.826]
= 0.00375
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Inferéncias relativas ao declive, 31

Portanto,

1Cos%(B1) = [—1.396 —2.3064/ %2375 _1.396 + 2.306 /%}

= [~1.396 — 0.217, —1.396 + 0.217]
= [~1.613, —1.179]
Nota: R? = -(50592% _ (966

0.424x0.856

Modelo RLS é bem ajustado a situagdo.

Tomar a decisdo considerando a relagdo entre IC e teste de hipétese bilateral.
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Exemplo

)

Exemplo 9: De acordo com a lei de
Charles, para um gas ideal em volume
constante, existe uma relac3o linear entre
a pressdo p e a temperatura T. No
experimento mostrado na figura ao lado,

um volume fixo de gas em um recipiente /_l:

%

lacrado é submergido em agua gelada

(T =0°C). A temperatura do gas é entdo
elevada em incrementos de 10 até alcancar
T = 100°C, o que é feito aquecendo-se a
agua, e a pressdo do gas é medida em
cada temperatura.
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Os dados obtidos no experimento s3o:

T(C) ] 0 10 20 30 40 50

80 90 100
p (atm) | 0.94 096 1.00 1.05 1.07 1.09 1.17 121 124 1.28
@ Ajuste uma reta de regressdo linear entre T e p;
@ Use a equacio da reta para determinar o valor de T tal que p = 0;
© Interprete fisicamente o significado desse valor de T.
@ Calcule o coeficiente de determinacio.
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Ajustamos um modelo de regressdo linear da forma:
p=Po+hT

Com os dados do experimento, obtemos:

Bo=p— BT =1.104545 — 0.0034 x 50 = 0.9345,

5 it Tipi—nTp  645.1 — 11 x 50 x 1.104545

- P = 0.0034
o SH T2 aT2 38500 — 11 x 502

Queremos encontrar a temperatura To para a qual p=0:

0=Fo+MTo=To= —% = —273.14°C

1

Interpretagdo: O valor To &~ —273.14°C representa uma extrapolacdo do ponto onde a
pressdo seria zero. Este valor € uma estimativa experimental da temperatura do zero

absoluto, ou seja, cerca de —273,15°C. 'C SiL?:bcoigs
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S (005

2
;?)
= 0.9957

REUR(R

Cerca de 99.57% da variabilidade da press3o é explicada a custa da temperatura, em °C.
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