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1. Inferéncia Estatistica
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Considere-se os estudantes da FCUL entre os quais ha uma proporcio 6 que pratica
desporto. Escolhem-se ao acaso, com reposicio, n estudantes. Seja n = 10. Se 6 fosse
conhecido, por exemplo § = 0.3, a probabilidade de encontrar x praticantes

(0 < x <€10) nesse grupo de 10 pessoas é

<lf> (O.3)X(0.7)1°7X (problema de probabilidade)

Na pratica, quase sempre 0 é desconhecido. Neste caso, olharemos para a proporcdo de
praticantes na amostra retirada, x/10, para tirar conclusdes sobre a propor¢do de
praticantes na populagdo donde a amostra foi retirada. (problema de inferéncia)
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Conceitos basicos

Variavel aleatéria de interesse

N3o passa de uma caracteristica ou atributo crucial para o conhecimento do fenémeno
aleatério em estudo.

Exemplo: A resisténcia de certo tipo de mola; idade do estudante de Fisica; a intenc3o
de voto de certo eleitor.

Populagdo e unidade estatistica

@ Uma populacdo é um conjunto de objetos ou individuos que tém em comum pelo
menos uma caracteristica de interesse.

@ A cada elemento da populagdo damos o nome de unidade estatistica.

Exemplo: Todas as molas produzidas do referido tipo; idade de todos os estudantes de
Fisica; inten¢do de voto dos eleitores de um pais.

C Ciéncias
ULisboa

Renato de Paula Estimagdo Pontual 2024/2025.2




Conceitos basicos (con

Uma amostra é um subconjunto de valores da populagdo. Tem que ser selecionada de
forma aleatéria e deve ser representativa da populacio de onde foi retirada.

(x1,...,xn)— amostra observada de dimens3o n.

\

Amostragem

O processo de selecdo de uma amostra da populacdo de modo a estimar algum aspeto
de interesse da mesma é designada amostragem.
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Conceitos basicos (cont.)

Estatistica descritiva

A estatistica descritiva engloba um conjunto de métodos graficos e numéricos que
possibilitam a apresentacdo de forma concisa das informacdes essenciais contidas nos
dados.

Inferéncia estatistica

| \

Conjunto de técnicas que visam a partir de um conjunto representativo de dados, fazer
estimativas e previsdes com vista a caracterizar um conjunto mais amplo de dados e
retirar conclusdes. )
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Conceitos basicos (cont.)

Nosso interesse
@ Conhecer a populacdo X corresponde a conhecer a sua fungdo de distribuicio
Fx(X).
@ O que é equivalente a conhecer a f.d.p. caso X seja continua, ou a f.m.p. caso X
seja discreta. )

Casos a considerar
@ Desconhecemos completamente Fx(x) sabendo-se apenas se X é discreta ou
continua;
@ Admite-se que Fx(x) pertence a determinada familia de distribui¢des, mas com
pardmetros desconhecidos.
v,
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Conceitos basicos (cont.)

Objetivos da Inferéncia Estatistica

@ Estimar Fx(x) ou estimar os pardmetros de Fx(x) conhecendo a sua forma;

@ Fazer testes em relagdo aos pardmetros ou em relacdo a forma de Fx(x).

Estimac3o de parametros:
@ pontual;

@ intervalar.

Testes de hipéteses:
@ sobre parametros;

@ sobre a forma de Fx(x).
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Conceitos basicos (cont.)

Amostragem Aleatéria

Cada elemento da amostra é obtido totalmente ao acaso da populacdo X e de forma
independente dos outros elementos.

Amostra Aleatéria

| A\

A sucessdo X = (Xi,...,X,) constituem uma amostra aleatéria (a.a.) de dimensdo n
da populagcdo X se forem independentes e identicamente distribuidas a X (i.i.d.).

A uma observacdo particular da a.a. X = (X, ..., X,) da-se o nome de amostra e
representa-se por x = (x1, ..., Xn).
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Conceitos basicos (co

Caracterizacdo da amostra aleatéria

Pelo facto de a a.a. ser constituida por n v.a. i.i.d. a X, a caracterizacdo probabilistica

daa.a. X =(Xu,...,X,) faz-se sem grande dificuldade. Com efeito, temos para os
casos:

@ discreto - f.p. conjunta de X

P(X=x)=P(Xi=x1,..., X0 = xn)

Xi in:dep. H P(X, = X,‘)
i=1

X,';X H P(X _ X,')
i=1
@ continuo - f.d.p. conjunta de X

fx(x) = fxg,... x, (X1, . - ., Xn)

n n

X; indep. Xi~X

PP T ) =T [T ) :
i=1 i=1

) =

= S Re;
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Conceitos basicos (co

Uma estatistica é uma variavel aleatéria que é fun¢do unicamente da amostra aleatéria e
que n3o depende de pardmetros desconhecidos. Denota-se usualmente por

T=T(X)=T(X,...,X).

Exemplos Estatistica Valor observado da estatistica
. o 1¢ 1Y
média amostral X = - 2X; X = = ;x;
1 . 1 3
var. amostral corrigida | S? = —7 ;(X,- - X)? 2= —7 ;(X,- —%)?
, 1o - / 1o
5 . 2 _ g2 2 _ 22
var. amostral ndo corrig. | (S )° = - ZI(X, X) (s)= . ;(x, X)
minimo da a.a. X1y = min(Xy, ..., X,) X1) = min(x, ..., Xn)
maximo da a.a. Xmy = max(Xa, ..., X,) X(n) = Min(x1, . ey
C ] utiboa
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Conceitos basicos (cont.)

Parametro

O termo parametro refere-se a uma quantidade da qual depende a distribuicdo de uma
estatistica ou de uma v.a. (e.g. p, o, etc.).

v
Espaco paramétrico

Corresponde ao conjunto de todos os valores possiveis para o pardmetro desconhecido 6
e & frequentemente representado por ©.

Modelo paramétrico

Seja X uma variavel aleatéria com fun¢do massa/densidade de probabilidade fx(x; 0)
pertencente a uma familia F = {fx(x; 6),0 € ©}, onde o valor do pardmetro 0 &
desconhecido.

Exemplo (Modelo paramétrico):

{Poisson(0) : 0 € R"} ou {e 0" /x!,x=0,1,2,---: 0 €ER"} =
Ciéncias
{exponencial(f) : 0 € ©} ou {fe ™ x>0:0¢c O} C| 5
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Conceitos basicos (con

Estimador e Estimativa

Uma estatistica T = T(X1, ..., Xy) diz-se um estimador do pardmetro desconhecido 6
caso tome valores exclusivamente no espaco paramétrico ©.

O valor concreto do estimador numa amostra particular (xg,. .., x,), isto &,

t = T(x1,...,Xn), chama-se estimativa de 0.

Exemplo: Seja Xi,..., X, uma amostra aleatéria de uma populagdo com distribuicdo
N(p, o).

Alguns estimadores possiveis para p sdo
@ X - média amostral
@ mediana amostral
© moda amostral

Xe1)+X . o
Q % - centro do intervalo de variagdo amostral

Q.. C | sitnsier
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Conceitos basicos (cont.)

Exemplo: Admita que vai inquirir n condutores/as quanto a sua preferéncia (ou ndo)
por motores elétricos e que as respostas possiveis (admissiveis) neste inquérito s3o:

@ Sim (1), prefiro moto elétrico;
@ N3o (2), ndo prefiro motor elétrico.

Procure identificar: a v.a. de interesse, a respetiva distribuicdo; o pardmetro
desconhecido; o modelo e o espaco paramétrico; uma estimativa e um estimador do
pardmetro desconhecido.

V.a. de interesse e sua distribuicdo

X = preferéncia do/a condutor/a inquirido/a

1 (prefere motor elétrico), com prob. ¢

0 (ndo prefere motor elétrico), com prob. (1 — 6)

X ~ Bernoulli(9)
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Conceitos basicos (cont.)

Parametro desconhecido e espaco paramétrico

6 = P(X = 1) = P(prefere motor elétrico) © = [0, 1]
Modelo paramétrico

{Bernoulli(f) : € ©} ou {#*(1 — ) ™,x=0,1:0 € O}

A.a. e amostra
X =(X1,...,Xn) a.a. de dimens3o n proveniente da populagdo X
x = (x1,...,xn) onde x € {0,1}"

Estimativa de 0

Candidata: um valor razoavel para 6 é a propor¢do observada de condutores/as que
preferem motor elétrico, i.e., T(x) = %27:1 X; = X.

Estimador de 0
Candidato: T(X) =137 X =X.
VerificacBes

@ T(X) s6 depende de X;

@ T(X) toma valores em {0, = n,...,

Portanto T(X) é um estimador de 6.
Renato de Paula Estimagdo Pontual 2024/2025.2 16 /51
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Conceitos basicos (cont.)

Exemplo: Imagina que estas a estudar o tempo de reacdo de uma pessoa ao ver uma luz
acender-se (por exemplo, num laboratério com um cronémetro). Queres estimar o
tempo médio de reacdo u da populagdo (ou seja, de todas as pessoas).

Parametro desconhecido:
O tempo médio de reacdo p da populagdo — n3o o conheces, é o que queres estimar.

Estimador (féormula geral):
Vais usar a média amostral X = %27:1 X;i, onde X1, X2, ..., X, sdo os tempos de
reacdo medidos numa amostra de n pessoas.

X é estimador do tempo médio de reacdo y. Ela é uma funcio dos dados amostrais e
varia de amostra para amostra.
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Conceitos basicos (cont.)

Estimativa (valor numérico):

Suponhamos que mediste os tempos de reacdo de 11 pessoas e obtiveste os seguintes
valores (em segundos):

0.22,0.25,0.21,0.24,0.23,0.26,0.22, 0.23, 0.25, 0.20, 0.45
A média (estimador aplicado aos dados) é:

- 2.7
X = 1—16 ~ 0.2509 segundos.

Esse 0.2509 segundos é a tua estimativa do tempo médio de reagdo p.
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Como avaliar estimadores?
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Conceitos basicos (cont.)

Como avaliar estimadores?

@ Ha um grande namero de critérios para avaliar e comparar estimadores de acordo
com diferentes propriedades desejaveis.

@ Podemos avaliar a exatiddo de um estimador recorrendo ao seu valor esperado. A
exatiddo de um estimador reporta-se a proximidade do seu valor esperado do
verdadeiro valor do pardmetro desconhecido 6.

Podemos avaliar a precisdo de um estimador recorrendo a sua variancia.

Podemos avaliar em conjunto as duas carateristicas usando o erro quadratico
médio.
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Conceitos basicos (cont.

Estimador centrado; estimador enviesado: enviesamento de um estimador

Um estimador T de um pardmetro 6 diz-se centrado se e s6 se
E(T)=0, Vo € ©.
Um estimador T de um pardmetro 6 diz-se ndo centrado ou enviesado se
€0 E(T)#0.
O estimador T de um pardmetro 6, possui enviesamento dado por
biasg(T) = E(T) — 6.
O erro quadratico médio de um estimador T de um paradmetro 6 é definido por
EQMy(T) = E[(T — 0)?]
= V(T)+[E(T) -]
= V(T) + [biase(T)]>.

s
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Conceitos basicos (cont.)

Var[T]1-0
Preciség

EQMo[T]-0
E[T]—6
Exatiddo V¥ Eficiéncia
Figura: Imagem retirada de - ]
) . Ciéncias
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Conceitos basicos (cont.)

@ N3o basta que um estimador de 6 seja centrado (com exatiddo elevada) para
garantir estimativas rigorosas. Estas serdo tanto mais rigorosas quanto menos o
estimador se dispersar em torno do verdadeiro valor do pardmetro desconhecido 6.

@ EQMy(T) quantifica a dispersdo esperada do estimador T em torno do verdadeiro
valor do pardmetro desconhecido 6 e combina duas parcelas:

o V(T) que diz respeito a variabilidade do estimador e da ideia da

precisdo do mesmo;
o [biasp]? que se reporta ao quadrado do viés do estimador e reflete a

exatiddo do mesmo.

@ Um estimador sera tanto melhor quanto menor for o seu EQM.
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Conceitos basicos (cont.)

Exemplo: Considere que X é uma v.a. de interesse com distribui¢do arbitraria, valor
esperado 1 e variancia o2.

(a) Prove que a média da a.a. X 137 . Xi, e a variancia corrigida da a.a.,
SP=-L 3" (Xi—-X)P=-1 [Z, 1X2 — n(X)?], sdo estimadores centrados

de e o? (respetivamente).

(b) Demonstre que a varidncia n3o corrigida da a.a.,
N2 1 n vy2 _ 1 n 2 v 2] _ n—1¢g2 ¢ .
(5 ) = n Ei:l(Xi - X) ) [Zi:l Xi = ”(X) ] - nTS » € um estimador
enviesado de o°. Calcule e comente o respetivo enviesamento.
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Conceitos basicos (cont.)

Eficiéncia relativa de estimadores; estimador mais eficiente
Sejam Ty = T1(X) e T> = T>(X) dois estimadores do parametro desconhecido 6.
Entdo, a eficiéncia de Ty - com respeito a T»> na estimacdo de 6 - é dada por

EQMy(T-:
(ﬂ_t)(-l—l7 Tz) = E(Q?T:ET?%

Assim sendo, se
eo(T1, T2) > 1 & EQMo(T2) > EQMy(T1),

diremos que o estimador T; é mais eficiente que T> na estimagdo de 6.
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Conceitos basicos (con

Exemplo: Num estudo prévio ao lancamento no mercado de uma nova pilha de
pacemaker foram colocadas algumas questdes acerca da sua dura¢do (em milhares de
dias) a um engenheiro. Estudos anteriores (embora com outros tipos de pilhas) levam a
crer que tal v.a. possui distribuicdo uniforme (0, 6), onde o pardmetro 6 é positivo,
desconhecido e representa a idade maxima da pilha.

Calcule a eficiéncia relativa de X, = max{(X1, ..., Xy)} com respeito a 2X no que se
refere a estimagdo do parametro §. Para o efeito, atente que E(X()) = 150 e

V(X)) = m@z. Qual dos dois estimadores de # & mais eficiente?

V.a. de interesse

X = durac¢do da pilha

Distribuicao

X ~ uniforme(0, 0)

Parametro desconhecido e espaco paramétrico

0
©=R"
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Conceitos basicos (cont.

A.a.
X =(X1...,Xn) a.a. de dimens&o n proveniente da populagdo X
Estimador de 0

Xny = max{(Xq,..., Xs)}

Erro quadratico médio de X,

EQMo(X(m) = V(X(n)) + [biass[X(m)]]*
V(X)) + [E[X(n)] — 0]

2
_ n 2 n _
LS A <n+10 9)
2 2

T (h+2)(n+1)
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Conceitos basicos (cont.)

Outro estimador de 0

2X

Erro quadratico médio de 2X

Dado que E(X) = E(X), V(X) = Y8 E(X) ™ & & V(X) ™" £ temos

EQM,(2X) = V(2X) + [biass(2X)]?
= V(2X) + [E(2X) — 6]

= Zv(x) + RECO) - oF

22 92 0 2
:7§+< 5‘@

1 2
—0
3n
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Conceitos basicos (cont.)

Eficiéncia relativa de X(,) com respeito a 2X

EQM,(2X)
EQMp(X(n))
50
CEica e
(n+2)(n+1)
6n ’

eo[Xiny, 2X] =

que constitui o termo geral de uma sucessdo monétona ndo decrescente, cujos dois
primeiros termos sdo iguais a 1.

Comentério

Tendo em conta a expressdo de eg[X(n), 2X] podemos afirmar que

@ X e 2X s3o igualmente eficientes, para n = 1,2,

@ X, é mais eficiente que 2X, para n > 2.

_ C Ciéncias
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Como obter estimadores ou estimativas?
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Conceitos basicos (cont.)

Como obter estimadores ou estimativas?
Diversos métodos de estimag3o estdo disponiveis:
@ Método da maxima verosimilhanca
Método dos momentos

°
@ Método dos minimos quadrados
°
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3. Método da Maxima Verosimilhanca
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Método da Maxima Verosimilhanca

O método da maxima verosimilhanca é uma técnica usada para estimar pardmetros
desconhecidos de um modelo estatistico, a partir de uma amostra observada.

Imagine que vocé tem dados, mas n3o sabe exatamente qual é a “melhor” distribuicio
que os gerou. Suponha que desconfia que os dados vém de uma distribuicdo conhecida
(como a normal, binomial, Poisson, etc.), mas ndo conhece os valores dos pardmetros

(por exemplo, a média e o desvio padrdo no caso da normal).

O que o método da maxima verosimilhan¢a faz é o seguinte:

Escolher os valores dos parametros que tornam os dados observados mais provaveis.

Ou seja, dado que ja tens os dados, o método pergunta:

"Qual valor do parametro mais provavelmente teria gerado exatamente esses dados?"”
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Método da Maxima Verosimilhanca

O parametro 6 é desconhecido, mas x = (x1,,...,X») sdo conhecidos. Ent3o, qual é a
melhor aproximagdo para 7 O nimero que maximiza a probabilidade/densidade de
obter a amostra observada. Ou seja, esse valor de 6 é o mais compativel com os dados
observados.
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Método da Maxima Verosimilhanca

Exemplo: Seja X ~ Bernoulli(p), P(X =1)=pe P(X =0)=1— p. O parametro p &
desconhecido.

Aa.: (X1,...,Xw0), X X Bern(p)

Amostra particular:
X1 =X4 =x7=xg =x0 =0
Xo = X3 = X5 = Xg = X10 = 1

Funcdo de verosimilhanga desta amostra:

L(p|x, ..., x1w0) = fx(x1,p) X - - X fx(x10, P)
=p°x(1-p)°, 0<p<1
Qual o valor de p que maximiza L?

dL _ d(p’(1—p)°) . a4 5 5 4
g APOP) 51y 5% p)

= 5p4(1 - p)4(1 - 2p) =0 FC Ciéncias

ULisboa
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

p |0 1/2
L 0] + 0 -
L{O0| 7" |max |\, |0

Portanto a estimativa de maxima verosimilhan¢a (m.v.) de p com base nesta amostra é
p=1/2.
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Definicdo: Funcio de verosimilhanca

Seja X uma v.a. com fung¢do massa/densidade de probabilidade f(x,0), onde 6 & um
parametro desconhecido. Sejam (xi, ..., x,) os valores observados de uma a.a. de
dimens3o n.

A funcdo de verosimilhanca da amostra é:

L(Olx, ..., xa) = F(x1,0) X -+ X f(xs,0) = [ [ f(xi,60), 6 €®.
i=1

A estimativa de maxima verosimilhanga de 0 é o valor § que maximiza L. i.e., tal que

0: L(O|x1,...,xn) = max L(O|x1, ..., Xn).

A func3o de verosimilhanca da ideia de qu3o plausivel é o valor 6 para o pardmetro
desconhecido, caso se tenha recolhido a amostra x.
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Exemplo: Seja X ~ Bern(p). Sabemos que
fx(x)=P(X=x)=p"(1-p)"", 0<p<l
Dada uma amostra (xi, ..., x»), temos que
L(p) = L(p|X17 R 7X'7)
= fx(Xl) X - X fx(X,,)
=[[r"@-p)>
i=1
— pZ,'-’:1 Xi(l _ p)z;’:ﬂlfxi)
= pk(l - p)n_ky

com k=>_"

i—1 Xi € namero de sucessos na amostra e n — k & o nimero de insucessos.

C Ciéncias
ULisboa

Renato de Paula Estimagdo Pontual 2024/2025.2 38 /51



Método da Maxima Verosimilhanca (cont.

Observagdo importante

Para uma fungdo f > 0 qualquer, f e log f tém maximo e minimo nos mesmos pontos
(pois log é estritamente crescente em R1). Assim, em vez de determinar p que
maximiza L pode-se determinar p que maximiza log L, o que envolve calculos mais
simples. A funcdo log L é designada por log-verosimilhanca.

log L(@]x1...,%xn) — (funcdo de log-verosimilhanga)

: logL(Ax,. .. ,xn) = max log L(0]x1,...,xn) — (estimativa de MV)
€
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Exemplo (cont.):

o logL(p) = log(p"(1 = p)" ") = klog p + (n — k) log(1 — p)

dlogl(p) _ k _ n—k _ k(1—p)—(n—k)p _
= dp —p 1-p p(1—p) =0
0,1 " ox
= k—np:Oép:%:L’jx’ =X
d?logl(p) _ K —k
A estimativade m.v. &€ p= @ = X (valor numérico).

O estimador de m.v. & EMV(p) =P = # = X (variavel aleatéria).
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Observagdes

@ O estimador de MV de ¢, denotado por EMV/(¢), obtém-se substituindo x1, ..., X,
por Xi,...,Xn, na expressio geral de § = estimativa de MV.

@ Maximizar L < Maximizar log L.

@ Calculos com log L sdo normalmente mais simples do que os calculos com L.
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Exemplo: Estimagdo por MV do parametro \ da exponencial
Considere-se X ~ Exp(\), A > 0, fx(x) = Ae™*, x > 0. Dada uma amostra
(x1,...,xn) a fungdo de verosimilhanga é:

n

L) = LA, ,xm) = f(xa) x -+ x F(xa) = [ [(Ae ™)

i=1

=MNe XN A>0, x>0

log L(A\) = nlog)\—)\Zx,-

i=1
Determinacdo do ponto de maximo:
2E =0 8 -lix=0en- AT, x=0
2
Tl <o —5 <0, VA>0

A estimativa de m.v. de A é A = s =
=17

O estimador de m.v. de A é A = EMV()\)

| Xi|=

F a .
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Propriedade de invaridncia dos estimadores de MV

Se EMV/(0) (ou ) é estimador de MV do parametro 6, entdo g(EMV/(6)) é o estimador
de MV de g(6), isto é&,

EMV(g(0)) = g(EMV(0)).
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Exemplo: Seja Xi,...,X, uma a.a. de uma populagdo X com distribuicdo Exp()).
Determine o estimador de MV de P(X > 2).

P _ [ I RN X T x —2x —2x
(X >2)= Fi(x) dx = Xe M dx = [—e } — e te
2 2

2

= EMV(P(X > 2)) = EMV/(e ") = e 2EMV() — o= 2/X,
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Método da Maxima Verosimilhanga (con

Exemplo: Considere uma urna com bolas brancas e pretas na propor¢do de 3/1
desconhecendo-se, no entanto, qual a cor dominante. Seja p a probabilidade de sair uma

bola preta numa extracio.

Qual é a estimativa de MV de p se, ao extrairmos com reposicdo trés bolas da urna,
encontrassemos

(a) uma bola preta?

(b) duas bolas pretas?
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Método da Maxima Verosimilhanca (cont.

V.a. de interesse

X = indicador de extracdo de bola preta

{1, se sair bola preta
0, se sair bola branca
Distribuicdo de X

X ~ Bernoulli(p)

F.m.p de X

PX=x)=p(1-p)'™, x=0,1

Parametro desconhecido e espago paramétrico

p = P(X = 1) = P(sair bola preta)

Uma vez que a urna possui bolas brancas e pretas na proporcio de 3 para 1, o conjunto

. .o _ f1 3

de valores possiveis de p € © = {7, 3}

Com efeito: p = %, se houver 3 vezes mais bolas brancas que pretas; p = %, SEC) \®éndias
. ULisboa
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Método da Maxima Verosimilhanga (con

Amostra

Lidamos com x = (x1,...,Xa), uma amostra de dimens3o n proveniente da popula¢io

X. Em particular,
x : n=3
a) 1 bola preta
Z?,l X; = nimero de bolas pretas nas 3 extracdes = (a) P
- (b) 2 bolas pretas

Obtencdo da estimativa de MV de p

Sera representada por p e L(p|x) = maxyeco L(p|x), onde L(p|x) representa a fungdo de
verosimilhanga. Assim, p é o valor mais plausivel /verosimil para o pardmetro
desconhecido p, tendo em conta a amostra x.
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Método da Maxima Verosimilhanca (cont.

Funcdo de verosimilhanca
Liplx) = PX=x)

i Db )

i=1

XX H P(X = x)
i=1

= [l a-p']

n=3 3 . 33 13
= pEi(-p)TERY peo={;. )

Maximizagdo e concretizagdo
Dado que © & um conjunto discreto, ndo devemos recorrer 3 técnica usual de

maximizacdo que passa por calcular a funcdo de log-verosimilhanca, a 1a e 2a derivadas

de In L(p|x), resolver a equagdo de verosimilhanca, etc.

De facto, a estimativa de MV de p obtém-se calculando os vérios valores de Lfp
p € ©, e identificando o ponto de maximo - ou seja, faz-se por pesquisa pont 6

ponto.
Renato de Paula Estimagdo Pontual 2024/2025.2
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Método da Maxima Verosimilhanga (cont.)

Z?:l Xi 23

i=1 Xi
[(p]x) 1 2
p=L |- 1AF "= (A1 =
p=3 |G/ A-3/8"" =g G4 (1-3/4)"=g
A inspecdo da tabela anterior leva a concluir que
. J(a) %, se 3, x =1 (bola preta), pois L (% | x) > L (2 |x)
P= (b) 2, se =7, x; =2 (bolas pretas), ja que L (3 | x) > L (3

Renato de Paula

Estimagdo Pontual
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Método da Maxima Verosimilhanca (cont.

O estimador de MV pode ndo ser anico...

Suponha que Xi, ..., X, € uma amostra aleatéria de uma distribuicio uniforme no
intervalo (6,6 + 1), e o valor do parametro 0 é desconhecido (—oco < 6 < +00). Qual o
estimador de MV de 67

1, 0<x<0+1

. A func3o de verosimilhanca é:
0, caso contrario.

A fd.pde X é fx(x) = {

< f < j = yeeey
L(H):{l’ 97X79,—|j1 (i=1 n)
0, caso contrario.

A condi¢cdo que 0 < x; para i = 1,...,n & equivalente a condicdo que
6 < min(xy,...,xn). Analogamente, a condicdo que x; <6+ 1parai=1,...,né
equivalente & condi¢do que 6 > max(xi,...,xn) — 1. Ent3o, podemos reescrever a

funcdo de verosimilhanca da forma:

L) = 1, max(xy,...,xn) —1 <6 < min(xg,...,%n)
N 0, caso contrario.

Assim, podemos selecionar qualquer valor no intervalo ‘C Ciéncias
[max(x1,...,%xa) — 1, min(x1,...,xa)] como estimativa de MV para 6. Ent3o, k&
estimador de MV n3o é unicamente especificado neste exemplo.
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