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Teorema do Limite Central

Em muitas situacdes, é dificil determinar a distribuicdo da soma de variaveis aleatérias,
mesmo quando elas s3o independentes.

O teorema que veremos a seguir estabelece que, sob certas condi¢8es, a distribuicdo da
soma ou da média de um grande nimero de variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas tendera a se aproximar de uma distribuicdo normal,
independentemente da distribuic3o original das variaveis. Esta propriedade fundamental
explica por que a distribuicdo normal é t3o amplamente utilizada em analises estatisticas
e em aplicacdes praticas.
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Teorema do Limite Central (cont.)

Teorema do Limite Central (TLC)

Sejam Xi, Xz ..., X, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) com E(X;) = < 00 e V(X;) = 0 < co. Considere-se S, =37 X; e

X, =" % entio quando n — +oo

i=1 "n"*

_ Sn - E(Sn) . Sn - n,u aprox.

__aprox. 2 _ _
Sn N(np, Vno?) & Z, JVG5) os/n N(0,1)

ou seja,

lim P (5"‘:(5’) < z) = ®(z),
n—-+oo V(S,,)

onde ®(.) é a fungdo de distribuicdo da normal reduzida (padrdo), ou seja, N(0,1).

@ ~¥P deve ler-se tem distribuicdo aproximadamente.

@ Geralmente considera-se n suficientemente grande se n > 30.
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Teorema do Limite Central (cont.)

Teorema do Limite Central (TLC)

De modo equivalente, se tem

Yn NaproxA N <M, i) o Z,-, _ Xn - Eg(n) — Xno_
v V(Xy) 7
ou seja,
lim P Xn — EB(,,) <z|=9%(2)
n——+oo V(Xn)

— MK ~_aprox. N(O, 1)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Note que:

i=1 i=1 i=1
. 1 n 1 n 1 n
® E(X))=E| -~ ) =) E(X) == n=-nu=pn
n i=1 n i=1 n i=1
- 1 n 1 2 n 1 n n
o vi) v (332x) = (2) v (1) - A nveo- Ay
nl:l n i=1 n i=1 i=1
_ 1 2 0'2
?HU -
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Teorema do Limite Central (co

Simulacgdes:

No R temos acesso as mais comuns distribuicdes univariadas. Todas as funcdes tem as
seguintes formas:

Funcdo Descricdo
prome( ...) funcdo de distribuicdo
dnome( ...) funcdo de probabilidade ou densidade de probabilidade
qnome( ...) inversa da funcdo de distribuicdo
rnome( ...) | geracdo de nameros aleatérios com a distribuicdo especificada

o nome é uma abreviatura do nome usual da distribuicdo (binom, geom, pois, unif,
exp, norm, . . .)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Histograma da soma padronizada da v.a. U(2,4) Histograma da soma padronizada da v.a. U(24)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Histograma da soma padronizada da v.a. Exp(1) Histograma da soma padronizada da v.a. Exp(1)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Aplicacdo do TLC para distribuicdes discretas

A aplicagdo do Teorema do Limite Central para distribuicdes discretas apresenta um
desafio, pois envolve a aproximacdo de um fenémeno discreto por meio de uma
distribuicdo continua. Embora ndo haja uma solucio perfeita para todas as situacdes, é
comum, na pratica, utilizar a correcdo de continuidade para melhorar a precisdo da
aproximacdo. Seja X a variavel aleatéria normal que aproxima X. Assim

@ P(X=a)~P(a—05<X < a+0.5)

@ P(a<X<b)~P(a—05< X < b+0.5)
@ P(X <b)~P(X < b+0.5)

@ P(X>a)~P(X>a—05)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Aproximac3o da distribuicdo binomial pela distribuicio normal

Sejam Xi, Xa, ... X, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
Xi ~ Bernoulli(p). Sabe-se que X =" | X; ~ Binomial(n, p). Assim, usando o TLC,
tem-se que se X ~ Binomial(n, p), com n suficientemente grande (n > 30), entdo

X —np

v/ np(1—p)

@ Na pratica, a aproximag¢go é satisfatéria quando np > 5 e n(1 — p) > 5.

51 T (np, np(1 — p)) & Z= ~%P% N (0, 1).
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Teorema do Limite Central (cont.)

Aproximacio da distribuicdo de Poisson pela distribuicido normal

Sejam Xi, Xz, ... X, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
X; ~ Poisson (2). Sabe-se que X = 3_7_, X; ~ Poisson()). Assim, usando o TLC,
tem-se que se X ~ Poisson(\), com n suficientemente grande (n > 30), ent3o

X=X

~PP N(0, 1).
7 (0,1)

X~ N (A VX) & Z =

@ Na pratica, a aproximac3o é satisfatéria quando A\ > 5.
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Teorema do Limite Central (cont.)

Exemplo 1: O nimero de tremores de terra de baixa intensidade registados a partir de
uma determinada regido geol6gica durante uma semana tem distribuicio de Poisson com
pardmetro 300. Calcule a probabilidade de ocorrerem mais de 350 tremores de terra na
proxima semana.
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Teorema do Limite Central (co

Resolucdo:
Variavel aleatéria de interesse

X— “ntimero de tremores de terra registados durante uma semana”
X ~ Poisson(A = 300)

Probabilidade pedida

Como o valor de \ elevado ndo estd presente nas tabelas disponiveis, e ndo é possivel
calcular a probabilidade manualmente sem o auxilio de um computador ou calculadora,
podemos recorrer a distribuicdo normal para obter uma aproximag¢io. Do TLC sabemos
que X ~ Poisson(300) pode ser aproximada por X ~ N(300,1/300). Assim,
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolugdo (cont.):

Renato de Paula

P(X > 350) = P(X > 350 — 0.5)
=1- P(X < 349.5)
~1— P(X < 349.5)

1 p ()?—300 - 349.5—300)
V300 V300

=1— ®(2.86)

=1-10.9979

~ 0.0021
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Teorema do Limite Central (cont.)

Exemplo 2: O tempo (em horas) que Jodo Pestana dorme por noite é uma variavel
aleatéria com distribuigdo uniforme no intervalo (7,12).

(a) Calcule a probabilidade de Jodo Pestana dormir mais de 11 horas numa noite.
(b) Qual a probabilidade de Jo3o Pestana dormir mais de 1100 horas em 100 noites?

(c) Qual a probabilidade do tempo médio em 100 noites ser inferior a 11 horas?
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolugio:

(a)
Variavel aleatéria de interesse

X— "tempo (em horas) que Jo3o Pestana dorme por noite”
X ~ Uniforme(7,12)
Funcdo densidade de probabilidade

1
Fe(x) =4 & 7T<x<12
0, outros valores de x
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolugéo (cont.):

Funcdo de distribuicdo

0, x<7
Fx(x) =4 %%,  7<x<12
1, x> 12

Probabilidade pedida
P(X>11)=1-P(X<11)=1-Fx(11)=1-"T =1-%=1=02
(b)

Variavel aleatéria auxiliar

Xi— “tempo (em horas) que JP dorme na i-ésima noite”, i = 1,2,...,100
X,' Nud X

E(Xi)=E(X) = % = % =95

N — _ (12-7? _
V(Xl) - V(X) - 12 2.0833 y Ciéncias
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolucdo (cont.):

Variavel aleatéria de interesse
100

S100 = ZX,- = “tempo (em horas) que JP dorme em 100 noites”
i=1

100 100 100
E(S100) = (Zx) =Y E(X;)=)_9.5=100x 9.5 =950
i=1

i=1

100 100 100
V(S100) = (ZX) =" V(X;) = 2.0833 = 100 x 2.0833 = 208.33
i=1

i=1
Distribuicdo aproximada de Siqo

Pelo TLC temos que

S100 — E(S100) _ S100 — 950
v V(5100) v208.33

~aprox. N(O, 1)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolucdo (cont.):

Probabilidade pedida

P(S100 > 1100) = 1 — P(S100 < 1100)

—1_p (5100 — 950 < 11007950)

1443 — 14.43
TLC 1100 — 950
~1-——

< 14.43 )
=1-—®(10.39)
~1-1
=0
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolucdo (cont.):
(c)
Variavel aleatéria de interesse

100
v 1 “ " L
X = 100 g Xi = “tempo médio (em horas) que JP dorme em 100 noites

100 100
100 x 9.5
E(X) (100 Z ) 100 Z E(x) = 100 =95

100 2 100
- 1 100 x 2.0833
VIX)=V S S V(X) = T = 0.02
(%) <1oo > (100) (%) 1002 0.020833

i=1
Distribuicdo aproximada de X
Pelo TLC temos que

X-EX) _ X-95 _X-95
JV®) 1/0.020833  0.14433

~aprox. N(O, 1)
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Teorema do Limite Central (cont.)

Resolugéo (cont.):

Probabilidade pedida

P(Y<11):P<X79'5 1179.5)

0.14433 0.14433

= (10.39)
~1
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