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1. Modelo Uniforme Continuo
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Distribuicdo Uniforme Continua

Defini¢do (Distribui¢gdo Uniforme Continua)

A variavel aleatéria continua X diz-se ter distribuicdo uniforme continua no intervalo
(a, b) (onde a < b), se sua f.d.p. for dada por

4 a<x<bh
fx(x) = b= .
x(x) {0, x<aVx>bhb

A func3o de distribuicio de X é dada por

0, x<a
Fx(x) = { =2, a<x<b.
1, x>b
Notagdo
@ X ~ Uniforme(a, b)
° E(X)=2f
b—a)? f Ciéncias
o V(X) = ( 12) C ULisboa
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Distribui¢cdo Uniforme Continua (cont.)
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Distribui¢cdo Uniforme Continua (con

Exemplo: Uma equipa de engenheiros biomédicos esta a estudar a espessura de uma
camada de tecido regenerado apds um procedimento de bioengenharia. As medic&es
feitas em diferentes regides do tecido indicam que a espessura é uniformemente
distribuida entre 2 mm e 8 mm. Com base nessa informac3o, responda as seguintes
questdes:

(a) Determine a fun¢do densidade de probabilidade (f.d.p) e a fun¢do de distribui¢do
acumulada (f.d.) para a espessura X do tecido regenerado.

b) Calcule a probabilidade de que a espessura do tecido seja menor que 4 mm.

(
(c) Calcule a probabilidade de que a espessura do tecido esteja entre 3 mm e 5 mm.
(d) Determine a probabilidade de que a espessura do tecido seja maior que 7 mm.

(

e) Calcule o valor esperado e a variancia da espessura X.
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Distribui¢cdo Uniforme Continua (cont.)

Resolugdo:

(a)
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2<x<8
c.c. '

Fx(x) =
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Distribui¢cdo Uniforme Continua (cont.)

Resolugdo (cont.)

(b)
4 ‘1 x4 2 1
PX<4)= [ f(x)dc= [ Zdx=|5| =%=2=0333
(<)/,OOX(X)X/26X[6]263
ou
4-2 2 1
P(X < 4) = Fx(4) = 5 _6_5_0'333
Em R: > punif(4,2,8) — [1] 0.3333
(c)
51 x5 2 1
(3 <X <5) /36 [6}3 6 3
ou
5-2 3-2 2 1
P(3 < X < 5) = Fx(5) — Fx(3) = - )
(3<X<5) x(5) x(3) 6 6 6= 3 0.333
Em R: > punif (5,2,8)-punif(3,2,8) — [1] 0.3333 C| S
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Distribui¢cdo Uniforme Continua (cont.)

Resolugdo (cont.)

(d)

+o0o 81 x18 1
P(X>T7)= £ dx = —dx = = - =0.166
(X>7) /7 x(x) dx /7 6 Ix [6]7 5
ou

P(X>7):1—P(X§7):1—FX(7):1—7g2:%:0.166

Em R: > punif(7,2,8,lower.tail = FALSE) — [1] 0.1666

(e)
_at+b 2+8
E(X) = =5 =5
_(b—a)®* 6°
v(X) = o 1S
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2. Modelo Exponencial
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Distribuicdo Exponencial

Defini¢do (Distribuicdo Exponencial)

Uma variavel aleatéria continua X diz-se ter distribuicdo exponencial de pardmetro
A > 0, se a sua f.d.p. for dada por

Na= x>0
Fie(x) = ’ =t
e {Q x <0

A func3o de distribuicdo de X é dada por

A >
Fx(x):{l e ", x>0

0, x<0’
Notacgdo
@ X ~ Exponencial(})
E(x)=%

o
1
@ E frequentemente utilizada na caracterizacio da duracio de equipamentg

modelagdo dos tempos entre ocorréncias consecutivas de eventos do me ifgncias
por exemplo, chegadas de clientes a um sistema, falhas mecénicas, colis0%s; €tc.
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Distribui¢cdo Exponencial (cont.)
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Distribui¢cdo Exponencial (cont.)

Propriedade de falta de memdria

Se X ~ Exponencial(}\), entdo

P(X>t+hX>t)=P(X>h), Vt,h>0;
P(X <t+hX>t)=P(X<h), Vt,h>0.

Teorema

Seja X uma v.a. que representa o namero de ocorréncias por unidade de tempo
(comprimento, area, etc.) de um qualquer fenémeno e Y uma outra v.a. que representa
o tempo entre as ocorréncias sucessivas (ou intervalo de tempo até a primeira
ocorréncia).

Se X ~ Poisson()) entdo Y ~ Exponencial()).

@ A exponencial ndo é indiciada para modelar situacdes do tipo tempo de vida em

que ha desgaste ou envelhecimento. FC Cidncias
ULisboa
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Distribui¢cdo Exponencial (cont.)

Exemplo: Sabe-se que o intervalo de tempo médio (em horas) entre chamadas num call
center é de 12 minutos e que esse tempo entre as chamadas tem distribuicdo
exponencial.

(a) Qual a probabilidade do intervalo de tempo ser superior a 20min?

(b) Qual a probabilidade do intervalo de tempo ser superior a 20min e inferior a 40min?

Respostas: (a) 0.188; (b) 0.1532
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Distribui¢cdo Exponencial (cont.)

Exemplo: Os gedlogos estdo a estudar a frequéncia de ocorréncia de pequenos tremores
de terra numa regido especifica. Eles observaram que, em média, ocorrem 2 pequenos
tremores de terra por més nessa regido. O tempo entre esses tremores pode ser
modelado por uma distribuicdo exponencial.

(a) Qual é a taxa de ocorréncia (\) de pequenos tremores de terra por més?

(b) Qual é a fun¢do densidade de probabilidade (f.d.p.) e fungio de distribui¢cdo (f.d.)
para o tempo X entre os tremores de terra?

(c) Qual é a probabilidade de que o tempo entre dois tremores de terra seja inferior a
15 dias?

(d) Qual & a probabilidade de que o tempo entre dois tremores de terra esteja entre 15
e 30 dias?

(e) Calcule o valor esperado e a varidncia do tempo entre dois tremores de terra.
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Distribui¢cdo Exponencial (cont.)

Resolugdo: (a)
Variavel aleatéria

X = "Tempo (em meses) entre os dois pequenos tremores”

Taxa A

Taxa de A = 2 tremores por més, ou seja, temos em média E£(X) = = 0.5 meses (ou
15 dias) por tremor.

X ~ Exponencial(\ = 2)

(b)
Funcdo densidade de probabilidade de X

2 ¥ x>0
fx(x) = ' =
x(x) {07 x <0

Fungdo de distribuicdo

1-— efzx, X 2 0 F iénci
Fx(x) = { N e C | gioncie
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Distribuicdo Exponencial (cont.

Resolucdo (cont.):

(c)

P (x < %) = P(X <05) = Fx(0.5) =1— e *%° = 0.6321

Em R: > pexp(0.5,2) — [1] 0.6321206

(d)

15 30
P (3—0 <X < %> = P(0.5 < X < 1) = Fx(1) — Fx(0.5)

—1-— 672-1 _ (1 _ e72-0.5)
— e—2-0.5 _ e—2~1

= 0.2325

Em R: > pexp(1,2)-pexp(0.5,2) — [1] 0.2325442
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Distribuicdo Exponencial (cont.

Resolucdo (cont.):

(¢)
1 1
E(X)=—-=2-=05
X)=5=35
1 1
V(X)= 55 = 55 =025
C Ciéncias
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3. Modelo Normal
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Distribuicdo Normal

Definicdo (Distribuicio Normal)

A variavel aleatéria continua X diz-se ter distribuicdo normal de pardmetros e o > 0,
se sua f.d.p for dada por

() = ——e "5 uxeR
x) = e 202 , Vx :
x V2mo?

A funcdo de distribuicdo de X é dada por

X 1 _(t— )2
Fx(x):/ e 207 dt xeR,peR, 0 eRT

—oo V27102

Este integral s6 pode ser calculado recorrendo a métodos numéricos (ou mudancga de
variavel para R?).

Notacgdo
@ X ~ N(u,o)
0 E(X)=
( ) ’ FC Ciéncias
P V(X) = o2 ULisboa
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Distribuicdo Normal (cont.)
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Distribuicdo Normal (cont.)

Teorema (Distribuicdo normal reduzida)

Se X ~ N(u, o) entdo Z = X=£ ~ N(0,1). Z diz-se ter distribuicdo normal reduzida

o

de parametros 0 e 1 com f.d.p. dada por

1 =
z)=1z2(z) = —e 2, ze€eR.
A funcdo de distribuicdo de Z é dada por
‘ 1 2
®(z) = Fz(z) :/ ez dt, zeR
oo V2T

Esta distribuicdo esta tabelada.

Notacgao
@ Z~ N(0,1)
@ E(Z)=0
e V(Z)=1
°

Propriedade da simetria: C | Siéncias
ULisboa

Se Z ~ N(0,1), entdo ®(—z) =1—P(z), VzeR
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Distribui¢cdo Normal (cont.

Fung¢ao Densidade da Normal Padrao
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Distribui¢cdo Normal (cont.

Funcéao de distribuicio da Normal Padrao
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Distribuicdo Normal (cont.)

Calculo de Probabilidades na Distribuicio Normal Padrdo
@ Seja X ~ N(u,0). Entdo Z ~ N(0,1).
@ Sendo a e R

g g

<2H)
g
g

‘)

Fx(a):P(xza):p<u< H)

P
°(

V4
a

@ Sendo a,beR,a< b

P(agxgb)zp<a—uSX—qu—u>

o b—p\ a—u
*“’( ) (*5h) C| cioncies
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Distribui¢cdo Normal (cont.

Seja X ~ N(p =10,0 = 2).

<

X—10 _10-10
P(X < 10) = ( )

X —10 9—-10
pixz (X510 5 910)

2
2
=P(Z<0) = P(Z > —0.5)
= %(0) =1-P(Z < —0.5)
=0.5 =1— ¢(-0.5)
=1— (1 — ®(0.5))
X—10 _8-—10
P(X < 8) = P( < > = ¢(0.5)

2 2 =0.6915
=P(Z < -1)
=o(-1)
=1-9(1) 8-10 X —-10 12-10
=1 - 0.8413 P(sgxgu):P( > ST <3 )
= 0.1587 =P(-1<Z<1)

= ®(1) — d(—1)
X—10 _ 12—10 — (11—
P(X > 12) = P( > ) = (1) — (1 — (1))

2 2 =2¢(1) — 1
=P(Z>1) = 6826
=1-P(Z<1)
=1—d(1) 5

Ciéncias

=1-—0.8413 C ULisboa
=0.1587
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Distribuicdo Normal (cont.)

Exemplo: Uma equipa de fisicos esta a estudar a distribuicdo do raio de particulas
subatémicas numa amostra de plasma em laboratério. Suponha que o raio dessas
particulas (em femtémetros) segue uma distribuicdo normal com média pr = 0.5 fm e
desvio padrio o = 0.1 fm.

(a) Qual é a probabilidade de que uma particula selecionada aleatoriamente tenha um
raio inferior a 0.4 fm?

(b) Qual é a probabilidade de que o raio de uma particula esteja entre 0.4 fm e 0.6 fm?
(c) Qual é a probabilidade de que o raio de uma particula seja superior a 0.6 fm?

(d) Se um experimento de fisica nuclear exige que pelo menos 95% das particulas
tenham um raio superior a 0.3 fm, esta amostra de plasma é adequada para o
experimento?

Respostas: (a) 0.1587; (b) 0.6826; (c) 0.1587
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Distribuicdo Normal (cont.)

Teorema da Aditividade da Normal

Sejam Xi, Xz, ..., X, variaveis aleatérias independentes com X; ~ N(ui, o}),
i=1,2,...,n. Entdo

Y =a1 X1+ axXo +--- 4+ anXi :ZaiXi ~ N Zaiui,
i—1 i—1

n
2 2
E a;0;
i=1

coma €R, i=1,2...,n.

Corolario

Sejam Xi, Xz, ..., X, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d) com X; ~ N(u,0), i =1,2,...,n. Entdo

T = ZX, ~ N(n,u, \% n0'2)
i=1

3

— n X,'
X:Zl;lNNth)_
n Vvn
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Distribuicdo Normal (cont.)

Exemplo: Um elevador de acesso a galeria de uma mina tem capacidade nominal de
3800kg. Admita que a v.a. X = “peso do mineiro que usa o elevador” tem distribuicio
normal com valor esperado 75kg e desvio padrdo 8kg. Qual é a probabilidade de ser
excedida a capacidade nominal do elevador quando nele se encontram 50 mineiros?
Admita que o peso dos mineiros s3o independentes.

Resposta: 0.1886
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